Matematica 12°ano

Ficha de Trabalho

o  Limite de fungdo segundo Heine o Continuidade

o Propriedades operatérias sobre limites o Teorema de Bolzano — Cauchy
o Indeterminagbes o Assimptotas

Parte Il

Questdes de resposta aberta

Indigue todos os calculos que efectuar. Explique os raciocinios e justifique as conclusées.

1. Considere as representagfes graficas das fungdes f, g e h:
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Indigue caso existam, os seguintes limites:

a) lim f(x) 9) lim 9(x)
b) lim f(x) h) lim g(x)
©) i (X ) im h(x)
d) |;2 f(x) ) Jim h(x)
e) X'ZTOO a(x) k) lim h(x)
) lim g() ) lim h(x)

2. Sejamf, g e h funcdes reais de variavel real, tais que:
lim f(x) =5 lim 9(x) =0 lim h(x) =+
X—2 X—2 X—2

Calcule os seguintes limites:
a) lim (f+09)(x) d) lim (fh)(x)

X—2

b) i (19)(x) am%m>
) lm (F+h)(

N lim (D)
X—2 f
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Matematica 12°ano

Ficha de Trabalho

o  Limite de fungdo segundo Heine o Continuidade
o Propriedades operatérias sobre limites o Teorema de Bolzano — Cauchy
o Indeterminagbes o Assimptotas

3. Calcule, se existirem os seguintes limites:

a) i X+1 1
) lim (x+2) e) fim ()
xo1t X—1
b) lim (2x-8)
x—>1 ) X+1
f) lim
) lim (2x+4)® x>0 | X + 4
X—>-1
244 9) i —X3+3
X~ +4X Im
d) lim ( ) o1 (x - 1)

X—2~ X2——4
4. Calcule:

a) lim (x°-3x+2) _ X2
P h) lim | —
x>0 | X° +9
b) lim (4x° —3x—-x°)

X——00 - X3
2 3 |) lim

) lim (9x—42x* —2x3) M 12— ox

X—>—00

. 2_4

d) lim (Vx-3-vx) ) lim [X

X—>+00 X2 X _ 2

1 M . XS _ 6X2 + 11)( _ 6

€ Jjm 2 K i

X—>+00 m, X3 N X2 B 5X N 3

3+7x

0 g (5] ) i [

X—>—00 2 — X m &

2x2 +5x

m 5 [ x=x

9) W X2 +3x+2] m) xlﬂl{xa _ij
5. Considere a func¢ao, real de variavel real, definida por:
e’ sex<0
f(x)=18 sex=0
In(x+e) sex>0

Calcule:
A i 1) ) lim f(x)

X—>—00 X0
) Jim 1) d) lim ()

X—>+00 X——1

6. Calcule o limite das seguintes fun¢des nos pontos indicados:
2x+1
—— sex>1
a) f(x)=4 x-1 ,emx=1
4x% +1 sex<1
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X+4 sex=>2
X+1
2x -1
x?-1 sex<0

b) 9(x) =

se0<x<2/\x¢%,emx=0ex=2

x?2+3 sex>4

X—3 ,emx=4
sex<4

X—4

c) h(x) =

X
d) i(x) = e"+1 sex<0 emx=0
In(x+1) sex>0

7. Estude, quanto a continuidade, as seguintes fun¢des nos pontos indicados:

2X+1
sex>3
a) f(x) = X; , emx=3
sex<3
5-x

b) g(x):{e +1 sex>0’ em x = 0

X+2 sex<0

logs(x—4) sex>5
c) h(x)=<x*-25 se-5<x<5,emx=5
k+x sex<-5

8. Determine k, de modo a que as fun¢ées sejam continuas nos pontos indicados:

x?2+k sex<3

a) f(X)=9x3_4x>+x+6 ,emx=3
5 sex>3
X°+3X+2
nx sex>1
2X -2
b) g(x) = %k sex=1 ,emx=1

(kx )? —kx+% sex<l1

M sex<0
c) h(x)= X ~,emx=0

k+x sex>0

9. Prove que a equacdo 2In((x? +3)—x—3 =0 tem pelo menos uma soluco no intervalo [— 10].

10. Considere a funcao, real de variavel real, definida por f(x) = e*** —3x. Prove que f(x) = 30

tem pelo menos uma solug&o no intervalo [0].
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Matematica 12°ano

o  Limite de fungdo segundo Heine o Continuidade
o Propriedades operatorias sobre limites o Teorema de Bolzano — Cauchy
o Indeterminagbes o Assimptotas

11. Prove que a funcéo definida por f(x) = x* + 4x® —3x? +5 tem pelo menos um zero real.
12. Considere a funcéo, real de variavel real, definida por:
x® —4x+1 sex<1
ax)=1 4

-——— sex>1
X+1

a) Estude g quanto a continuidade no seu dominio.

b) Prove que a fungéo g tem pelo menos um zero no intervalo [0,4].

13. Seja f uma funcéo continua em R e estritamente decrescente, tal que f(2) > 0 e f(2) = -4.
Indique, justificando, o valor l6gico das seguintes afirmacées:

A) A equagcdo f(x) = 0 tem apenas uma solu¢ao no intervalo [2,3]
B) A equacéo f(x) = 0 tem pelo menos uma solu¢éo no intervalo [2,3]
C) A equagéo f(x) = 1 tem apenas uma solugéo no intervalo [2,3]

14. Estude as seguintes fun¢bes quanto a existéncia de assimptotas do seu gréfico:

2Xx+1 I
0) gx) =2 =2 &) i(x) =In(x* - x)
xc -1 ,
X f | = X
& hix)=© +1 ) 1(x) .

15. Considere as fungdes reais de variavel real definidas por:

-x%+7x-12
—————— sex>3
2x° —-5x -3
f(x)=<-2 sex=3 cmx)=x2-x; g(x)=2—-x+3

2x—-k sex<3

a) Calcule |im f(x)

X—>+00

b) Determine k de forma que exista |im f(x)

x—3

c) Mostre que fim m+h)-m(d) _ 1
h—

0 h

d) Calcule fim 2 (x)

Xx—1

x+1
16. Considere a funcéo t, definida em R, por f(X) =4 x +1 3-x sex=-1

5 sex=-1

Mostre que a funcao é continua a direita de -1.
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Limite de funcao segundo Heine o Continuidade
Propriedades operatérias sobre limites o Teorema de Bolzano — Cauchy
Indeterminacdes o Assimptotas

17.

18.

19.

20.

Para cada valor do parametro real m, a expressao

x> -mx+m-1 sex>0
ax)=y ,
X" +x° sex<O0
Representa uma fungéo real de variavel real.
a) Determina m de modo que g seja continua em R.

b) Determine m de modo que g(x) >0, ¥x € R.

c) Calcule [im 9(x).

Seja f a funcéo real de variavel real definida por f(x) = —2x* +6x? +5.
a) Justifica que:
i. féuma funcéo par.

ii. lim f(x)=—o.

X—>—00
b) Sem efectuar calculos, conclua que:
i.  Afung&o tem um outro zero.

ii. O contradominio da fungédo ndo é R.

-3+x?> sex>0

Seja f a fungdo real de variavel real definida por f(X)=43x +1
sex<0

x-1
a) Justifique que f(-1)xf(1) < 0.
b) Pode aplicar-se o Teorema de Bolzano a func¢éo f no intervalo [— 11]? Justifique.
¢) A funcdo anula-se? Justifique.
Determine os valores reais de a e b de modo a que y = 2x+b seja uma equacdo da assimptota
ax”’ —3x

do grafico da funcéo f definida por f(x) = -
X —_
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Matematica 12°ano

Ficha de Trabalho

o  Limite de fungdo segundo Heine o Continuidade

o Propriedades operatérias sobre limites o Teorema de Bolzano — Cauchy
o Indeterminagbes o Assimptotas

SOLUCOES

Parte |

Escolha Mdltipla

1. D 3. D 5. B 7. C 9. D 11. A 13. A
2. D 4, C 6. C 8. B 10. D 12. A 14. B
Parte Il

Questdes de resposta aberta

1 2 3 4
a) +o a)5 a) 3 a) +oo
b) 0 b) 0 b) -6 b) —oo
c)1 C) +o0 c) 8 C) +w
d) 4 d) +oo d) - d) 0
€) +oo e) Nao existe €) +w e) 0
f) —co f) +o0 1 f) -7
f) -
g) 0 2 g) 2
h) 4 g) +x h) 0
)1 i) —oo
N1 ) 4
K) +o0
O
m) + oo
5 6
a) 0 3) lim g(x) = +o0 ) fim h(x)=+19
b) +oo o s
c) N&o existe XIErl] 9(x) =3 X'_'El h(x) = oo
d) 1 b) le g(x)=1 d) xlfo] i(x) =0
j@fdx%=1 EB}@)=2
lim 9(x) =6
x—2*
lim 9(x)=1
X—2~
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7a) f ndo é continua em x=3 pq os limites laterais sado diferentes
b) lim 9(x)=2; lim g(x)=2 e g(0)=2

x—0* X—0"

12a) g é continua em |- porque é uma
fungdo polinomial; g é continua em [i+oo|
porgue € uma funcéo racional. g é continua em

x=1 porque [|mogx)=g(l)=-2. Logo g €
x—1

continua em IR.

9 o OgD M0 =0 e 901 g@)=—=: g & continua em [04];

0(0).9(4)<0; entdo 3x € J0;4[: g(x) =0

8 13
a)k=-9 A) Verdadeira
b)k=1 B) Verdadeira
c)k=0 c) Falsa
14

1 2
a) AV. x=§, A.H. y=§

AH.:y=0
15 17 19b) N&o, porque a funcéo néo é continua em x =0
1 20
a) _3 3)
b) 2 a=2eb=0
b) k = ﬂ' C) + 00
7
1

d) - =

) 4
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Matematica 12°ano

rmdin fruy ¥ohe 1000 sencant @ )fumt]er

Continuidade de funcdes racionais 'F*
Assimptotas de fung8es racionais e = l S
it . fors b (i

8.1.
8.2.
8.3.
8.4.
8.5.
8.6.

Seja g a fungdo real de variavel real, definida por

o(x) = x*+1sex>-3
1-3xsex<-3

Estude a sua continuidade no ponto x= -3.
Considere as funcdes f e g, definidas da seguinte forma:

) 3x—-1sex>0 0 2-5xsex>0
x2 +1sex<0 J Xx—x?sex<0

Estude a sua continuidade em x=0.
2-3xsex>1
Estude a continuidade de h(x)=<-1 sex=1 no ponto x=1.
x3 —2xsex<1
N X sex=#-1 .
Mostre que a fung&o s(x) =[x +1 , N30 é continua em x= -1.
Osex=-1

Averigue se a funcéo real de variavel real, definida por g(x) = |x —3| + X é continua em x=3.
x? -2xsex>-1

Estude a continuidade da fungéo f(x)={-2 sex=-1 ,nointervalo [-3,2].
2-xsex<-1

x-4sex>2

Seja h a funcéo real de variavel real definida por h(x) =
3sex<?2

Estude a continuidade da funcéo h no ponto x=2.

O quadro representa a variacao da fungéo k, continua, definida no intervalo [— 4,6]

M
!
-
I

Indique, justificando, se séo verdadeiras as afirmagdes:
k(x)xk(x) <0, Vx e D,
A fungéo tem um Gnico zero no intervalo }-4,-3[
No intervalo [-3,-1], a equag&o k(x)=0 é impossivel
No intervalo }-1,0[, a equag&o k(x)=1 é possivel
A fungéo tem apenas quatro zeros no intervalo ]» 4,6[

O contradominio de k é [-3,4]



9. Averigue se as funcdes dadas admitem assimptotas horizontais ou verticais e, em caso

afirmativo, escreva as suas equacdes.

2 f—
9.1. f(x)= 2X" +2x-4
X+3
2
X°+2
9.2. X) =
9(x) x? +4
x4
9.3. hx)=——
X
. - . . . N 2x3 +x+4
10. Determine, se existirem, as assimptotas néo verticais da funcdo f(x) = % Exao
X —Bx+

11. Elabore o esbogo de um grafico que verifique as condigbes dadas:
lim h(x)=2; lim h(x)=-3; lim h(x)=—c; lm h(x)=-2; D, =R\ {4}
X—>—00 X—>+00 X—4" X—4~

12. Observe o esbogo do grafico da fungéo f, real de
variavel real. Escreva as equacgdes das assimptotas

do grafico da funcéo.

13. Observe os graficos de seis funcbes reais de

variavel real:

13.1. Indique uma fung&o continua no seu dominio.

13.2. Indique, justificando, os valores de x onde cada uma das func¢des é descontinua.

14. Na figura esta representado o esboco do gréafico de
uma funcao f real de variavel real. Indique, justificando,
os valores de x para os quais a funcéo é descontinua.

15. Considere a funcéo g, assim definida:

2-x?> sex<0
g(x)=<3k sex=0
X+2 sex>0

Determine k € IR, de modo que g seja continua no ponto de abcissa zero.
16. Dada a funcdo h(x) = x® + 6x°> — 4
16.1. Calcule h(0), h(2) e h(3).

16.2. Mostre que h se anula pelo menos uma vez, em [0,2].
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16.3. Prove que a fungéo h, toma o valor 5 no intervalo [1,3].

17. Considere a funcéo f, real de variavel real, assim definida: f(x)=x3-8.

17.1. Prove que a funcgédo é continua em IR.

17.2. Justifique que f é injectiva.

17.3. Calcule f(1) e f(3).

17.4. Justifique a afirmag&o: “a equagdo x* —8=0 tem uma Unica solug&o no intervalo [1,3[”.
X+1

X—2

18.1. Verifique que h(0) e h(4) tém sinais contrarios.

18. Considere a fungéo h(x) =

18.2. “A equagdo h(x)=0 ndo tem nenhuma solugéo entre 0 e 4, pois a unica solugdo é -1".
Justifique porque razéo a afirmacédo ndo contradiz o teorema de Bolzano?
19. Averigue se as funcfes dadas admitem assimptotas verticais e, em caso afirmativo, escreva

as suas equacoes:

191, ()= X"t 192, f(x)=—
X X +4
x-1 x-3
19.3. f(x)= 19.4. f(x)=_ "3
¥ x? -2 ) x> +x-2
105 f(x)=—2_+3 19.6. f(x):zx;l
X+2 X x? +2x+1

20. Observa os gréficos das funcbes f, g, h e k.

Y4

i
e /@
0 > ~

f:

-1

|
1
|
l
|
!
!
!
!
[

20.1. Indique: lim f(x); lim g(x); lim k(x); lim h(x)
x—-1" x—2" x—1" x—2"

20.2. Indique, caso existam, as equacdes das assimptotas das fun¢des dadas.

21. Mostre que os gréficos das fun¢gbes dadas admitem assimptotas horizontais.

211, gx) = >

X+1

X2 —2x+1
21.2. X)=—""=

900 =5

21.3. g(x)= +1

X+2 X

x2 +x
21.4. g9o(x)=

X
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22. Observa os gréficos das funcbes f, g, h e k.

! Ya '
~ . [y y4
he Y k: £ i &
L2 =

22.1. Indique: lim f(x); lim g(x); lim h(x);

X—>—0

lim Kk(x)

X—>+00
22.2. Escreva as equacdes das assimptotas horizontais do gréfico de cada uma delas.

23. Esboce o gréafico de uma fungéo g, sabendo que:

23.1. Dy,=R \{_3};&@3* g(X) = +0; 23.2. Dy =R\ {2}; XI|_r>721 g(x) = —0;
im g(x)=—w lim g(x)=—
x—-3* x—2"
23.3. Dy =R\ {3}; Xirg g(x) =+ 23.4. Dy =R\{-1}; Xirpr g(x) = —o0;
lim g(x) =+
x—>-1"
23.5. Dg =R ;XIerJOo g(X) = +w; 23.6. Dg =R ;XIerJOo g(x) = —0;
lim g(x) = -0 lim g(x) = -

24. Escreva, caso existam, as equacoes das assimptotas obliquas de cada uma das fungdes:

2 3 _
24.1. k(x):X—X+1 24.2. k(x)zw
X—-2 X% +1
24.3. K(X)=3x+2+—2— 244, K(x)=Lx——X
x-1 3 2-x?
X

245, Kk(x)=x-2- 3
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Solucdes:
1. Continua
2. fn&o é continua para x=0 mas € continua a esquerda de zero.
g ndo é continua para x=0 mas € continua a esquerda de zero.
Continua
N&o é continua porque os limites laterais sdo diferentes. A esquerda da +« e a direita
— 00,
5. E continua

6. A fungao é continua em [-3;2]\{~1} por se tratarem de fungdes polinomiais. Em x=-1 n&o

é continua porque Iimlf(x) =3=f(-1

7. Descontinua em x=2 embora continua a esquerda de 2.

8. D

8.1 Falso. Um n° ao quadrado é sempre positivo ou nulo.

8.2 Verdade. Pelo teorema de Bolzano a func¢éo tem pelo menos um zero nesse intervalo, mas
como a fungdo é decrescente passa a ter somente um zero.

8.3 Verdadeiro

8.4 Verdade pelo teorema de Bolzano

8.5 Verdade

8.6 Falso. CD=[-5;4]

9.1 x=-3 assimptota vertical

N&o tem assimptotas horizontais

9.2 D=IR logo como a fungéo é continua no seu dominio ndo tem assimptotas verticais.
y=1 é assimptota horizontal

9.3 x=0 A.V.y=1; y=-1 sdo assimptotas horizontais

10. y=2x+E
3 9

12. x=0; y=1; y=0
13.1 f(x) e i(x)
13.2 g(x) x=1 pqg tem os limites laterais diferentes
h(x) x=1 pqg tem os limites laterais diferentes
k(xX) x=2 pgtem os limites laterais diferentes
j(X) € descontinua em x=0; x=1; x=2; X=3
14. Descontinua em: x=-4 por ter limites laterais diferentes
x=-3 porque -3 ndo pertence ao dominio
x=1 por ter limites laterais diferentes

X=2 porque Iirr12f(x) # f(2)

15. k:E
3

16.1 h(0)=-4; h(2)=28; h(3)=77
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16.2 Pelo corolario do teorema de Bolzano, pelo facto de em 0 e em 2, a funcao ter imagens
com sinais diferentes.

16.3 Pelo teorema de Bolzano, a funcdo tem que percorrer todos os valores intermédio entre 3
e 77, incluindo o 5.

17.1 E continua em IR por ser polinomial, que é sempre continua em IR.

17.3 f(1)=-7; f(3)=19

17.4 Verdade porque: Como a fungéo é continua posso aplicar o Teorema de Bolzano. Como
f(1)xf(3)<0 entdo pelo corolario a fun¢éo tem pelo menos um zero. Garante-se s6 um porque a

funcdo é injectiva.
1 5
18.1 h(0)=-=; h(4)=—=
(0) 5 (4) >
18.2 N&o contradiz porque nem sequer posso utilizar o teorema de Bolzano porque a fungao
nao é continua em [0;4].
19.1 x=0 19.2 N&o tem 19.3 x=+/2; x=—/2 19.4 x=-2; x=1

19.5 x=-2; x=0 19.6 x=-1

20.1 lim f(x)=+o0; lm g(x)=-2; lim k(x) =+c; lim h(x) =+
x—2" x—1" x—2"

x—>—1

20.2 f(x) x=-1; y=0
g(x) x=2;y=0
h(x) x=-1; x=2; y=0
k(xX) x=1

21.1y=0

21.2y=1

21.3y=0

21.4y=1;y=-1

22.1 XIme f(x)=2; XILnjw g(x) =1, XIme h(x) =-1; xlmn k(x) = g

22.2 h(x) y=-1

3

k(x) y=5
f(x) =2
9(x) =1

24.1 y=x+1

24.2 y=2x

24.3 y=3x+2

1
244 y = §X
24.5 y=x-2
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Matematica 12°ano

Ficha de Trabalho

o Caélculo Diferencial

Parte |

Questdes de escolha multipla

Nas questdes seguintes, seleccione a resposta correcta de entre as alternativas que Ihe sdo apresentadas.
1. Afigurarepresenta o grafico da funcéo g.

Entdo o gréfico da fungdo definida por (i podera ser:
a(x

'l

x
AN . .

‘o

4

2.  Seja hy, com k eIR\{O}, a funcéo real de variavel real definida por h,(x) =k(«/x+1—«/§).

Entdo [im h,(x):

X—>+00

(A) Nao existe (B) é k (C)é + (D) é0
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Matematica 12°ano

o Calculo Diferencial

[ T ——

3. Sabe-se que uma funcéo t, real de variavel real, é apenas continua e monétona em [—5; 2
e que t(-5)xt(2) > 0. Qual das afirmacdes é verdadeira?
(A) A equagdo t(x)=0 tem pelo menos uma solugéo |-5; 2]
(B) Nada se pode concluir sobre o numero de solu¢des da equagéo t(x)=0 em }5 ; 2[
(C) A equagéo t(x)=0 n&o tem solugéo em |-5;2[
(D) A equagdo t(x)=0 tem infinitas solugdes em }-5; 2|
4.  Seja f uma familia de fungbes definida em IR por f(x) = g(x) + k, com k constante real. Pode
afirmar-se que:
(A) Sef(a)=0entdog(a)=0
B) f(x) =g’ (x), vxelR
(©)F(X) =g (X)+k, ¥x€lR
(D) Para cada k>0 a funcdo f cresce mais rapidamente do que a g

3
5. Seja h afuncao definida em IR por h(x) = (gj . Entédo h’(1) é:

(A) n° (B) % ©0 (D) %

6.  Se uma funcao f tem dois zeros entao f(|x|):

(A) Tem obrigatoriamente 4 zeros (B) Tem no minimo 3 zeros

(C) Pode ter ou nao zeros (D) Tem obrigatoriamente 2 zeros
7.  Sejag afuncéo definida em IR por g(x) = x® +x—1.
O teorema de Bolzano permite-nos afirmar que a equagdo g(x) = 5 tem pelo menos uma

solucdo em

A F2;-q ®) F1;0] ©) b:q (D) It:2
8.  Sejafuma funcao real de variavel real tal que:

e f écontinuaem [a,b]
e f(X)>0, Vvxela,b]
e 3dceln,b[:f(c)<0
A respeito da equacéo f(x)=0 podemos concluir que:
(A) Tem uma solugéo em Ja; c[
(B) (B) Tem uma solugéo em [ ;b
(C) Tem uma solugéo em Ja;c[ e outraem ¢ ;b[

(D) Nenhuma das conclus@es anteriores € valida
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9. Sabendo que |im f(x) =4, lim g9(x) =+ e h(x) = x-2, pode concluir-se que:
X—2

X—2

h(x)

(A) lim conduz a uma indeterminacéo (B) lim [g(x)h(x)]=0
X—2 f(X) -4 X—2

(©) Iim 1] conduz a uma indeterminagao (D) lim ) = 400
X—2 g(x) X—2 h(X)

10. Sejaf afuncdo definida por f(x) = ‘xz —4‘ e cuja representacdo grafica é:

1z

4 -2 2 4

A representacao graficade f " é:

B

:

2, [ 2 x
N o
e
iC D
y ¥l
|
2 2
—'__? .......... r.)_ —_—» A = L
-2 0 12 x i -2 0 12 x
2 i |_1 |

11. Considere a funcéo real de variavel real definida por g(x) = (x3 + 8)(4 — xz)fl.

Quanto a existéncia de assimptotas, o grafico de y=g(x) tem:

(A) Assimptota vertical x = 2 e ndo tem assimptotas néo verticais
(B) Assimptota vertical x =2 e assimptota obliqua y = —x

(C) Assimptotas verticais, x=-2 e x=2

(D) Assimptota vertical x = 2 e assimptota obliqua y = x
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12.

13.

14,

Calculo Diferencial

Se y=h(x) & uma fungcdo que admite a assimptota y=3x+4, entdo y 3+ h(x+1)
admitir4 a assimptota:
(A) y=3x+9 (B) y=3x+7 (C) y=-3x-2 (D) y=-3x-5
Seja f a funcdo de dominio [— 4;+oo[, cuja representacao grafica é:

| 1. O conjunto solugéo de [f(x)|+f(x)=0

é:

A
.\__ ( (A) IR
thf//__\\;/(ﬁ B) {~2}u1;3]u 5+
| (C) {~2;1;3;5}
D) [-4;1]u[3;5]

(E)
2. O conjunto solugao de [f(x)| - f(x) = 0é:
(A) IR
(B) {-2ju[L3]u[5er]
(C) {~2:1,3;5}
D) [-4;1]u3;5]
3. O conjunto solugéo da condigéo f'(x).f"'(x)>0é:
(A [-2;0[u[2;3]uf4o]
8) F2:0[wRia[ujairo]
©) {2:2;3:4
@) F2;0]up;g[u i+
Sendo f uma funcao real de variavel real definida num intervalo [a; b], afirma-se que:
1 — Se a taxa de variacdo média de f em [a; b] € positiva, entdo f é crescente nesse
intervalo.
2 — Se f é continua em [a; b] e f(a).f(b) < 0, entéo |f| tem pelo menos um zero pertencente a

esse intervalo.
Quanto a valor légico, as afirmacdes anteriores:
(A) Sdo ambas falsas (B) 1 é falsa e 2 verdadeira

(C) 1 é verdadeira e 2 falsa (D) Sado ambas verdadeiras
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15.

16.

17.

18.

19.

Calculo Diferencial

Na figura junta estd a representacao gréfica de uma funcéo

h e de uma recta t, tangente ao grafico de h no ponto de . L ?_.f"‘
abcissa a. T ’

A recta t passa pela origem do referencial e pelo ponto de : el ,
coordenadas (6 ; 3). O valor de h’(a) é: -2 ’/\—E/ >

1 1 1
(9 (B) 2 © 3 ©) 2

A figura representa o grafico de uma fungéo f, real de variavel real.

Qual das afirmacdes seguintes € verdadeira? :
&

(A) lim f(x) =+ € fim [f(x)—x]=+0

|:
(B) lim f(x)=0 e lim [f(x)-x]=1 /‘ /
(C) im () =0 e lim [{0)-x]=0 P .
(D) Iimof(X)=+oo e lim [f(x)-x]=0

Se y=h(x) é uma funcdo que admite a assimptota y=3x+4, entdo y=2-h(x+1)
admitir4 a assimptota:
(A) y=3x+9 (B) y=3x+7 (C) y=-3x-2 (D) y=-3x-5

De duas funcgbes reais de variavel real, f e g, sabe-se que f(0)=1 e f(0)=-3 e que
3
x—-1
X)=|—1| .
9(x) [x+1}
1. Aderivada da fungéo y = (g\/?Xx) no ponto de abcissa zero é:

15 9 15
A — ®) 5 ©) -= (D)1

2. Uma equacéo da normal ao grafico da fungéo f, no seu ponto de abcissa zero é:
(A)y:%x—l (B) x-3y+3=0 (C) 3x-y+1=0 (D) y=-3x+1
De uma funcgéo real de variavel real sabe-se que:

o —f(x)=f(x) «  imf()=-2 . f(-5=1

X—>+00

Podemos entéo afirmar que:

(A) Xlirr_lwf(X) =-2 A f(5) =1 (B) xlirr_lwf(x) =-2Af(5)=-1
© Xlirrjwf(x) =2 A f(5) =1 (D) Xlirrjoof(x) =2 Af(5)=-1
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20. Na figura ao lado, esta representado o grafico de y=f(x). Acerca da funé’éo Ay:f(x),

podemos afirmar que:

(A) Tem 2 extremaos, um maximo e um minimo (B) Tem apenas um maximo
(C) Tem apenas um minimo (D) Nao tem extremos
21. Sejam f e g duas funcdes reais de variavel real tais que f(x)= > s/

e g(x) = x. Entdo (fxg)'(x) é:

(A) 3n? (B) n® +3nx (C) n® (D) 0

22. Sendo f(x)= , € sabendo que g(-1) = 2 e que g’(-1) = -2,

X
2X+3

+g'

pode afirmar-se que (ij ,comkelR, éigual a:
k-2
(A) -4 (B) -3k-4 (C) -4.(1+k) (D) 3

23. Sejaf uma funcao real de variavel real tal que:
o xelablakeR™ :f(x)=k
e dcehibl:f(c)<0
e f@)=3
A respeito da equacdo f(x) = 0, em ]a;b[, podemos concluir que:
(A) Tem uma solucédo em Ja; c[
(B) Tem uma solugéo em Ja;c[ e outraem kc;b|
(C) Tem uma solugéo em [ ; b|

(D) Nenhuma das conclusdes anteriores € valida

24. Considere a funcéo h definida por h(x) :2)(;2. O valor de |im h(x) é:
X*=3X+2 x—1t
(A)O (B) +o0 (C) —o0 (D)1
25. De uma func¢éo f, continua, de dominio IR, sabe-se que
o f(-2)=3 . lim f(x)=1 . f é impar

X—>+00
Nestas condi¢ces podemos afirmar que
(A) lim f(x)=1,f(2)=3e f(0)=0

X—>—0

(B) lim f(x)=-1,1(2)=-3e f(0)=1

X—>—00

(©) lim f(x)=-1,1(2)=-3 e f(0)=0

(D) lim f(X) = +0, f(2) = 3 e f(0)=1

X—>—00
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26.

27.

28.

29.

Calculo Diferencial

Sejam f e g funcdes reais de variavel real tais que f(x) = 2—)2( g2 =1eg (2 =-3.
Y

1. O valorde "mx——l é
x—1f(2) — f(x)
2 n? 2
A) 212 B) - = C) — D) - —
(A) 2n (B) 3 ©) 5 (D) 5

2. Arectatangente ao grafico de y = g(x +1)—3 no ponto de abcissa 1, é
(A) y=-3x-10 (B) y=-3x-5 (C) y=-3x+1 (D) y=-3x—-4
A recta de equacdo 2x—-y+1=0 é paralela & tangente a curva y = x?> —bx —2 no ponto de

abcissa 2. Entéo o valor de b é:
A0 (B1 (©2 (D)3
A figura representa o grafico de uma funcéo f. Arectat é

tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa a.
28.1. 1. f@f@<o0 / 8
2. f(@.f(@>0

Quanto ao valor légico, as afirmacgdes anteriores:

L

(A) Sdo ambas falsas (B) 1 é falsa e 2 verdadeira
(C) 1 é verdadeira e 2 falsa (D) Sdo ambas verdadeiras

[EEN

28.2. Relativamente as assimptotas, podemos afirmar que a funcao n

(A) admite apenas trés assimptotas verticais
(B) admite trés assimptotas verticais e uma horizontal
(C) admite trés assimptotas verticais e duas horizontais

(D) ndo admite assimptotas

A figura representa o grafico de uma funcao f, real de variavel real. Um T
possivel grafico de f* sera v
(A) (B) ! ' / FJ
\ .

—ts

{C) (D)
F Y
F 3
&
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30. Sejafuma funcao real de variavel real tal que:

e dcel;b[:f(c)>0
e f(a)=-1
o f(a).f(b)>1
A respeito da equac&o f(x) = 0, em Ja;b[, podemos concluir que:
(A) Tem uma solugéo em Ja; c[
(B) Tem uma solugéo em Ja;c[ e outraem k ;b
(C) Tem uma solugéo em ¢ ; b|
(D) Nenhuma das conclusdes anteriores é valida
31. Nafigura esta desenhada parte da representacao grafica de

uma funcéo f, cujo dominio é IR. As rectas de equacbesy =0,
X =2 ey = -1 sdo assimptotas do grafico de f.

2n-1 n /

Considere as sucessfes X, =—— e Yy, = 7

v

Sejam u, =f(x,) e v, =f(y,).

Se L;=lim(u,) e L,=lim(v,), os seus valores séo:
(A Li=lel,= +w (B)Li=lel,= -1
(C)Li= +o eL,=0 D)Li=1lel,=0
32. Sejafuma funcédo continua e monétona no intervalo [— 2;2]. Sabe-se ainda que f(-2) =-5 e

que f(1) = 2. Pode afirmar-se que, em [-2;2], a fungéo f

(A) Pode ter ou ndo raizes (B) Tem uma e uma so raiz
(C) Pode ter mais que uma raiz (D) Nao tem raizes
33. Considere a funcéo h definida por h(x) :2)(;3. O valor de [im h(x) é:
X°—=3x+2 x—>2"
(A)O (B) + o0 (C) — (D) 1
34. Seja g(x) =5x2+3mn. O valor de fim w é
h—0
(A) 5+3n (B) 10+3n (©) 10 (D) 13
35. Seja f(x)=x*-3.Entdo o |imM
x=1X =1
(A) éiguala + o0 (B) éiguala —
(C) é zero (D) ndo existe

COLEGIO DA RAINHA SANTA ISABEL, COIMBRA



Matematica 12°ano

Ficha de Trabalho

o Caélculo Diferencial

36. Sejam f e g fungdes derivaveis e tais que g(-1) =1, g(-)=2 e (1) =1. Entao,ho\valor da

derivada de f[g(—%xj} no ponto de abcissa 2 é:

(A) 2 B)1 ©)-1 (D) -2
_ X
37. Sejam L;= |im e L= lim (x.Inx). Entdo sabe-se que:
x=>0 X x—0"
(A)L1=1e|_2=0 (B)L1='1e|_2= — 00
(C) Li=-1lel,= + (D) L1=—1eL2=O
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Parte Il

Questdes de resposta aberta

Indigue todos os calculos que efectuar. Explique os raciocinios e justifique as conclusées.

1. Na figura estd esbogado o grafico da fungéo y = f(x) . De acordo com ele
4] 1.1. Determine o dominio e o contradominio de f.
7 1.2. Determine o0s seguintes limites, caso existam
! ol . (caso nao existam devera justificar porqué):
Loy 1) B 1.2.1. |im f(x)
! __,.d"’ X——-4
L - J\ ,
R R 1.2.2. |im f(x)
: r - e X—-3
i o 1.2.3. ETzf(x)
. 1.2.4. lim [f(x)|
al X—>+00
1.3. Determine equacfes das suas assimptotas, caso existam.
1.4. Indique os pontos de descontinuidade de f, justificando.
1.5. Indiqgue um ponto em que a fungéo tenha derivada positiva e outro em que tenha derivada
negativa. Justifique a sua escolha.
1.6. Justifiqgue que a funcdo néo é derivavel no ponto de abcissa -3.
1.7. Determine, justificando, f'(3).
2. Considere a familia de funcdes reais de variavel real cuja derivada € definida em IR por
x4 —3x?
b -af
2.1 Pode garantir-se que qualquer funcéo da familia € continua no ponto 0? Justifique a sua
resposta.
2.2 Justifique que para toda a fungdo da familia se tem
o 10=f@) 4
or x-2 9
3
2.3 Mostre que a funcéo g definida em IR por — 1 € uma das func¢des da familia.
X —
2.4 Determine uma equacao da tangente ao grafico da funcédo y = g(x) no ponto de abcissa -2.
3. Considere a funcéo real de variavel real definida do seguinte modo:
3
X—_S &=x<2
g(x)=9 x+4
VX+7 &X>2
3.1. Estude a continuidade da funcdo g em IR.
3.2. Estude a existéncia de assimptotas ao grafico da funcdo y = g(x).
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3.3.
3.4.
3.5.

5.1.
5.2.

5.3.
5.4.

6.1.

6.2.
6.3.
6.4.

7.1.
7.2.

Calculo Diferencial

[\ ———
Utilize a definicdo de derivada de uma funcdo num ponto para calcular g (9).
Caracterize a funcéo derivada de y = g(x).

Mostre que y = g(x) admite um zero no intervalo [1;2].

Determine uma equacao da recta tangente ao grafico de f(x) =

, ho ponto (1;-1).

_ ) 3 o (x+1° -3<=x<1
Considere a funcéo real de variavel real definida por f(x) = ‘ 2 g ‘ 1
X° —6Xl <= x>

Averigue se f é derivavel para x = 1.

Estude a monotonia e determine os extremos (caso existam) de f no intervalo |- o0;1[.

Mostre que (-1 ; -3) € um ponto de inflexdo de f.

Determine os pontos da curva representativa da restricdo de f a ]»oo;]{ em que a tangente
ao gréfico é paralela arecta 12x—-y+5=0.

Acerca de duas funcdes reais de variavel real y =f(x) e y =g(x) sabe-se que:

f(x )—(%j 9(0)=3; g(0)=-2.
Calcule:

6.1.1. (fxg)(0)
612 @
Wo)©)

6.1.4. (fog)(0)

g € uma funcéo continua no ponto de abcissa 0. Justifique.

6.1.3.

Determine a equacao reduzida da normal ao grafico de g no ponto de abcissa 0.
Relativamente a funcédo y = f(x), determine os intervalos em que é crescente e identifique,
caso existam, 0s seus extremos.

Considere a fungcdo real de varidvel real, de dominio IR, definido por

=x>1

h(x) = 1\&
—2X? +4x
—_— =
X—2

x<1

Mostre que a funcdo y =h(x) é continua mas néo derivavel no ponto de abcissa 1.

Verifigue se existem pontos do grafico de h, de abcissa menor que 1, onde as tangentes ao
grafico sejam perpendiculares a assimptota ao grafico de h quando x — —xo.
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8.1.

8.2.

10.

11.

11.1.

11.2.

11.3.

12.

12.1.

12.2.

3 —
Para cada valor real de k, a expressao f,((x)=x+—kxl2 define uma funcédo real de
X+

variavel real de dominio IR \ {~1}.

Determine o valor de k de modo que para a fungcdo correspondente, y =g(x), se tenha

x2.(3 +2x)
(x+1

Faca o estudo das concavidades de y =g(x) e indique, caso existam, 0s seus pontos de

g (x) =

inflexao.

Defina, por uma equacgéo vectorial, a tangente ao gréfico de g(x), no ponto de abcissa -2.

Sejam f e g fungbes reais de variavel real, diferenciaveis em IR, tais que f‘=ge g = -f.

Sabe-se que os respectivos graficos se intersectam no ponto P(2 ; 3).Seja h:IR »>IR a
funcéo definida por h(x) = g?(x) + f(x) . Determine y = h(x).
(Sugest&o: comece por definir y =h'(x)).

Utilizando as regras de derivagdo, determine as derivadas das fung¢des definidas pelas

seguintes expressodes designatérias:

2 3 3/, 3 2
10.2. 3Yx¥-2 J
10.1. [X +2Xj 10.3. {X—J’z]

Xx-1 4x -1

x-1
<x<1
x?+3-2
Considere a fungéo real de variavel real, definida por g(x)=<k «<x=1 comkelR
x® -3x%* +5x-3
x-1

=x>1

Verifique se existe algum valor de k, para o qual a funcdo correspondente seja continua no
ponto de abcissa um.

Calcule |im 9(x), e tire conclusbes acerca da existéncia de assimptotas ndo verticais ao

X—>—00

gréafico de y =g(x), quando X — —o.

Determine a equacao reduzida da tangente ao grafico de y = g(x), no ponto de abcissa 2.
V1-x <x<1
Considere a funcéo real de variavel real definida por f(x) =4 y3 _y2 _ oy
il &xX>2
—X

Indigue o dominio de y=f(x)e averigie da existéncia de assimptotas ndo verticais ao

respectivo grafico.

Mostre que [im f(x) = _E_
x—2" 2
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L = -
12.3. Sabendo que y=f(x) é uma fungdo continua em |-w;l]JU]2 +oo|, defina uma sua

extensdo que seja continua em IR.
12.4. Recorrendo a definicdo de derivada de uma funcdo num ponto, caracterize a funcdo

derivada da restricio de y = f(x) ao intervalo -0 ;1.
12.5. Determine a equagéo reduzida da normal ao gréafico de y = f(x) no ponto de abcissa -3.
13. Esboce um possivel grafico de uma fungéo real de variavel real y =g(x), que satisfaca as

seguintes condicdes.

* Dg=R e g é continua em IR\{-2;0} * lm 9(x) =3
e g@=0 © lim o0 +x]=1 e g.(-2)=-0
e 9(0)=0 e g admite a assimptota horizontaly=0  ° X'EPO g(x) = —0
| 12x - 3x* <=x<2
14. h(X)=1y2_9g é a funcdo derivada de uma fungdo real de variavel real,

=X>2

X
y =h(x), de dominio IR. Sabe-se ainda que h(x)=-x®+6x>—-6,Vxe|-©;2] e que é
descontinua para x = 2.
14.1. Prove que a funcao y = h(x) é continua no seu ponto de abcissa 4.
14.2. Indique, justificando, o valor légico da proposi¢do: 3c e ]»1;][: h(c)=0.
14.3. Estude a funcdo y=h(x) quanto a existéncia de extremantes, sabendo que

_ h(a+2)-h(2)
lim ————— =~

x—0" a

= +o0. Indique também os intervalos de monotonia da funcao.

14.4. Determine as abcissas dos pontos de inflexdo de y =h(x), caso existam.

14.5. Calcule h'(5), utilizando a definicéo de derivada de uma funcdo num ponto.
14.6. Determine a equacdo reduzida da recta tangente ao grafico de y =h(x), num ponto de

abcissa superior a 2, que é perpendicular a recta de equagéo
(x, y) = [— n;gj + l(— 7;4), A €IR , sabendo que a ordenada do ponto de tangencia é 11.
15. Seja y=h(x) a fungdo de dominio |} 0[U[3+0[,  definida  por

—x3+%x2+6x+2 <=x<0

1-4VX-3 =x=>3

15.1. Determine h(|—20[).

h(x) =
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15.2.

15.3.

15.4.
16.
17.

17.1.

17.2.

17.3.

17.4.

L T——— .
Utilizando a definicdo de derivada de uma fungdo num ponto, calcule h'(4). Que pode
concluir sobre a continuidade de h no ponto de abcissa 47 Justifique.

Existe um ponto do gréfico de h, no semi plano definido pela condigdo x > 3, no qual a recta

normal ao grafico é paralela a recta de equagéo 4x -y +1=0. Determine-o.

Caracterize uma extensao da funcédo h, que seja continua em IR.

Prove que toda a funcéo polinomial de grau trés, admite um ponto de inflex&o.

Considere a familia de funcdes reais de variavel real cuja derivada € definida em IR por
2X

(x2 +1)2

Sendo y=f(x)uma qualquer funcdo da familia, indique, justificando, o valor de

~ f(h—1)—f(-1)
im——
h—0 h

2
, € uma das fungdes da familia.

Mostre que a funcéo g, definida em IR por 1
X+

Faca um estudo da funcdo y =g(x) quanto ao sentido das concavidades e existéncia de

pontos de inflex&o.
Determine uma equacdao da normal ao gréafico da funcéo y = g(x), no ponto de abcissa 1.

COLEGIO DA RAINHA SANTA ISABEL, COIMBRA



Matematica 12°ano

Ficha de Trabalho

o Caélculo Diferencial

Solucdes

Parte |

Questdes de escolha multipla

1B 2D ac 48 5C =1 7D 2D 98 10C
11B 124 13.1B 13.2D 13.3B 14B 15D 16C 170 18.1A
18.2B 19D 20C 21C 22B 23A 24B 250 26.1D 26.2C
27C 28.1D 28.2B 29D 30B 31D 328 336 34 35D
3eC 37D
Parte Il

Questdes de resposta aberta

1.1. E—-:l_-:—’\,’ : :—F\.:l[ I {2} L 3r7(r = 2:}2{12 —2r —2)

10.
f o aha
1.2.1. (- 1.2.2. Mao existe 1.23.1 I\.‘i‘f 1)
1.2.4. [+ ) 13. o=—-4;y=—a+3
1.4.(-3);2 15.0;3 1.7.{-1)
: r— 4y 16 7 -
2.1.5im 24. y=gX—3 — A xr+2 ¥
10.3. = =
3.1, Continuaem LK\ 4 —4:2 - (dx—1) (dx—1nx"+2
1 11.1. 2 11.2.{-1) ; Assimptota horizontal ¥ = -1
3.0 = —4 3.3. 1
el
113 y =2z —1
3.4,

S A 121 |—nc:l|U |2 +nc] sy = —2 + 1
20° + 120" +5 - o -

o< 2o =—4

. W0 j - [ oer o —
g'(a) = (z +4) . [ fle) =2 € D;
| 1 i f@={_; . 3_"p
—_—=gp =2 { Er _3‘_:‘“-": f
2o+ T ) )
_}"2" oo —1 — R
4 y=4r+ 3 12.4. 1
o —_—
5.1. Ndo 5.2. Mon. Cresc. ; ndo tem extremos 2Nl — 2
5.4.{-3;-11) 125 ¥y = 4o + 14
6.1.1-20 6.1.2. _-é 14.2. Verdade 14.3. Minimizantes para x=0 e x=3
14.4. Nao existem
6.1.3. —ﬁ 614 —=2 a1 -
3 16 14.5. = ey = a+4
e |

af — L, - -
63. Yy =—x+ 3
¥=13 151 | 1,5:4) 152 —% ;continua  15.3.(7;-1)

b.4. Cresc. em ;—Q; —11- -Min=0 W
| L (o) =o€ D,
. 154 h(x) = 4 )
7.2. Nio existe 1R JE—lJ." + 2=z f .D.,,
L 3 '
8.1.{-2) £8.2. F" de Inflexdo — (0 ; -2) ; Conc voltada

17.1. — 17.3. Pontos de inflexdo para

para baixo em —1:0]
3. (oy) = (—2:68) + k(L -4), ke R T = :@ ; Conc. voltada para cima em

9. hlz) =18 174y = 20+ 2
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Parte |

Questdes de escolha multipla

Nas questdes seguintes, seleccione a resposta correcta de entre as alternativas que Ihe sdo apresentadas.
1. Afigurarepresenta o grafico da funcéo g.

Entdo o gréfico da fungdo definida por (i podera ser:
a(x

'l

x
AN . .

‘o

4

2.  Seja hy, com k eIR\{O}, a funcéo real de variavel real definida por h,(x) =k(«/x+1—«/§).

Entdo [im h,(x):

X—>+00

(A) Nao existe (B) é k (C)é + (D) é0
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3. Sabe-se que uma funcéo t, real de variavel real, é apenas continua e monétona em [—5; 2
e que t(-5)xt(2) > 0. Qual das afirmacdes é verdadeira?
(A) A equagdo t(x)=0 tem pelo menos uma solugéo |-5; 2]
(B) Nada se pode concluir sobre o numero de solu¢des da equagéo t(x)=0 em }5 ; 2[
(C) A equagéo t(x)=0 n&o tem solugéo em |-5;2[
(D) A equagdo t(x)=0 tem infinitas solugdes em }-5; 2|
4.  Seja f uma familia de fungbes definida em IR por f(x) = g(x) + k, com k constante real. Pode
afirmar-se que:
(A) Sef(a)=0entdog(a)=0
B) f(x) =g’ (x), vxelR
(©)F(X) =g (X)+k, ¥x€lR
(D) Para cada k>0 a funcdo f cresce mais rapidamente do que a g

3
5. Seja h afuncao definida em IR por h(x) = (gj . Entédo h’(1) é:

(A) n° (B) % ©0 (D) %

6.  Se uma funcao f tem dois zeros entao f(|x|):

(A) Tem obrigatoriamente 4 zeros (B) Tem no minimo 3 zeros

(C) Pode ter ou nao zeros (D) Tem obrigatoriamente 2 zeros
7.  Sejag afuncéo definida em IR por g(x) = x® +x—1.
O teorema de Bolzano permite-nos afirmar que a equagdo g(x) = 5 tem pelo menos uma

solucdo em

A F2;-q ®) F1;0] ©) b:q (D) It:2
8.  Sejafuma funcao real de variavel real tal que:

e f écontinuaem [a,b]
e f(X)>0, Vvxela,b]
e 3dceln,b[:f(c)<0
A respeito da equacéo f(x)=0 podemos concluir que:
(A) Tem uma solugéo em Ja; c[
(B) (B) Tem uma solugéo em [ ;b
(C) Tem uma solugéo em Ja;c[ e outraem ¢ ;b[

(D) Nenhuma das conclus@es anteriores € valida
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9. Sabendo que |im f(x) =4, lim g9(x) =+ e h(x) = x-2, pode concluir-se que:
X—2

X—2

h(x)

(A) lim conduz a uma indeterminacéo (B) lim [g(x)h(x)]=0
X—2 f(X) -4 X—2

(©) Iim 1] conduz a uma indeterminagao (D) lim ) = 400
X—2 g(x) X—2 h(X)

10. Sejaf afuncdo definida por f(x) = ‘xz —4‘ e cuja representacdo grafica é:

1z

4 -2 2 4

A representacao graficade f " é:

B

:

2, [ 2 x
N o
e
iC D
y ¥l
|
2 2
—'__? .......... r.)_ —_—» A = L
-2 0 12 x i -2 0 12 x
2 i |_1 |

11. Considere a funcéo real de variavel real definida por g(x) = (x3 + 8)(4 — xz)fl.

Quanto a existéncia de assimptotas, o grafico de y=g(x) tem:

(A) Assimptota vertical x = 2 e ndo tem assimptotas néo verticais
(B) Assimptota vertical x =2 e assimptota obliqua y = —x

(C) Assimptotas verticais, x=-2 e x=2

(D) Assimptota vertical x = 2 e assimptota obliqua y = x
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12.

13.

14,

Calculo Diferencial

Se y=h(x) & uma fungcdo que admite a assimptota y=3x+4, entdo y 3+ h(x+1)
admitir4 a assimptota:
(A) y=3x+9 (B) y=3x+7 (C) y=-3x-2 (D) y=-3x-5
Seja f a funcdo de dominio [— 4;+oo[, cuja representacao grafica é:

| 1. O conjunto solugéo de [f(x)|+f(x)=0

é:

A
.\__ ( (A) IR
thf//__\\;/(ﬁ B) {~2}u1;3]u 5+
| (C) {~2;1;3;5}
D) [-4;1]u[3;5]

(E)
2. O conjunto solugao de [f(x)| - f(x) = 0é:
(A) IR
(B) {-2ju[L3]u[5er]
(C) {~2:1,3;5}
D) [-4;1]u3;5]
3. O conjunto solugéo da condigéo f'(x).f"'(x)>0é:
(A [-2;0[u[2;3]uf4o]
8) F2:0[wRia[ujairo]
©) {2:2;3:4
@) F2;0]up;g[u i+
Sendo f uma funcao real de variavel real definida num intervalo [a; b], afirma-se que:
1 — Se a taxa de variacdo média de f em [a; b] € positiva, entdo f é crescente nesse
intervalo.
2 — Se f é continua em [a; b] e f(a).f(b) < 0, entéo |f| tem pelo menos um zero pertencente a

esse intervalo.
Quanto a valor légico, as afirmacdes anteriores:
(A) Sdo ambas falsas (B) 1 é falsa e 2 verdadeira

(C) 1 é verdadeira e 2 falsa (D) Sado ambas verdadeiras
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15.

16.

17.

18.

19.

Calculo Diferencial

Na figura junta estd a representacao gréfica de uma funcéo

h e de uma recta t, tangente ao grafico de h no ponto de . L ?_.f"‘
abcissa a. T ’

A recta t passa pela origem do referencial e pelo ponto de : el ,
coordenadas (6 ; 3). O valor de h’(a) é: -2 ’/\—E/ >

1 1 1
(9 (B) 2 © 3 ©) 2

A figura representa o grafico de uma fungéo f, real de variavel real.

Qual das afirmacdes seguintes € verdadeira? :
&

(A) lim f(x) =+ € fim [f(x)—x]=+0

|:
(B) lim f(x)=0 e lim [f(x)-x]=1 /‘ /
(C) im () =0 e lim [{0)-x]=0 P .
(D) Iimof(X)=+oo e lim [f(x)-x]=0

Se y=h(x) é uma funcdo que admite a assimptota y=3x+4, entdo y=2-h(x+1)
admitir4 a assimptota:
(A) y=3x+9 (B) y=3x+7 (C) y=-3x-2 (D) y=-3x-5

De duas funcgbes reais de variavel real, f e g, sabe-se que f(0)=1 e f(0)=-3 e que
3
x—-1
X)=|—1| .
9(x) [x+1}
1. Aderivada da fungéo y = (g\/?Xx) no ponto de abcissa zero é:

15 9 15
A — ®) 5 ©) -= (D)1

2. Uma equacéo da normal ao grafico da fungéo f, no seu ponto de abcissa zero é:
(A)y:%x—l (B) x-3y+3=0 (C) 3x-y+1=0 (D) y=-3x+1
De uma funcgéo real de variavel real sabe-se que:

o —f(x)=f(x) «  imf()=-2 . f(-5=1

X—>+00

Podemos entéo afirmar que:

(A) Xlirr_lwf(X) =-2 A f(5) =1 (B) xlirr_lwf(x) =-2Af(5)=-1
© Xlirrjwf(x) =2 A f(5) =1 (D) Xlirrjoof(x) =2 Af(5)=-1
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20. Na figura ao lado, esta representado o grafico de y=f(x). Acerca da funé’éo Ay:f(x),

podemos afirmar que:

(A) Tem 2 extremaos, um maximo e um minimo (B) Tem apenas um maximo
(C) Tem apenas um minimo (D) Nao tem extremos
21. Sejam f e g duas funcdes reais de variavel real tais que f(x)= > s/

e g(x) = x. Entdo (fxg)'(x) é:

(A) 3n? (B) n® +3nx (C) n® (D) 0

22. Sendo f(x)= , € sabendo que g(-1) = 2 e que g’(-1) = -2,

X
2X+3

+g'

pode afirmar-se que (ij ,comkelR, éigual a:
k-2
(A) -4 (B) -3k-4 (C) -4.(1+k) (D) 3

23. Sejaf uma funcao real de variavel real tal que:
o xelablakeR™ :f(x)=k
e dcehibl:f(c)<0
e f@)=3
A respeito da equacdo f(x) = 0, em ]a;b[, podemos concluir que:
(A) Tem uma solucédo em Ja; c[
(B) Tem uma solugéo em Ja;c[ e outraem kc;b|
(C) Tem uma solugéo em [ ; b|

(D) Nenhuma das conclusdes anteriores € valida

24. Considere a funcéo h definida por h(x) :2)(;2. O valor de |im h(x) é:
X*=3X+2 x—1t
(A)O (B) +o0 (C) —o0 (D)1
25. De uma func¢éo f, continua, de dominio IR, sabe-se que
o f(-2)=3 . lim f(x)=1 . f é impar

X—>+00
Nestas condi¢ces podemos afirmar que
(A) lim f(x)=1,f(2)=3e f(0)=0

X—>—0

(B) lim f(x)=-1,1(2)=-3e f(0)=1

X—>—00

(©) lim f(x)=-1,1(2)=-3 e f(0)=0

(D) lim f(X) = +0, f(2) = 3 e f(0)=1

X—>—00
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26.

27.

28.

29.

Calculo Diferencial

Sejam f e g funcdes reais de variavel real tais que f(x) = 2—)2( g2 =1eg (2 =-3.
Y

1. O valorde "mx——l é
x—1f(2) — f(x)
2 n? 2
A) 212 B) - = C) — D) - —
(A) 2n (B) 3 ©) 5 (D) 5

2. Arectatangente ao grafico de y = g(x +1)—3 no ponto de abcissa 1, é
(A) y=-3x-10 (B) y=-3x-5 (C) y=-3x+1 (D) y=-3x—-4
A recta de equacdo 2x—-y+1=0 é paralela & tangente a curva y = x?> —bx —2 no ponto de

abcissa 2. Entéo o valor de b é:
A0 (B1 (©2 (D)3
A figura representa o grafico de uma funcéo f. Arectat é

tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa a.
28.1. 1. f@f@<o0 / 8
2. f(@.f(@>0

Quanto ao valor légico, as afirmacgdes anteriores:

L

(A) Sdo ambas falsas (B) 1 é falsa e 2 verdadeira
(C) 1 é verdadeira e 2 falsa (D) Sdo ambas verdadeiras

[EEN

28.2. Relativamente as assimptotas, podemos afirmar que a funcao n

(A) admite apenas trés assimptotas verticais
(B) admite trés assimptotas verticais e uma horizontal
(C) admite trés assimptotas verticais e duas horizontais

(D) ndo admite assimptotas

A figura representa o grafico de uma funcao f, real de variavel real. Um T
possivel grafico de f* sera v
(A) (B) ! ' / FJ
\ .

—ts

{C) (D)
F Y
F 3
&
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30. Sejafuma funcao real de variavel real tal que:

e dcel;b[:f(c)>0
e f(a)=-1
o f(a).f(b)>1
A respeito da equac&o f(x) = 0, em Ja;b[, podemos concluir que:
(A) Tem uma solugéo em Ja; c[
(B) Tem uma solugéo em Ja;c[ e outraem k ;b
(C) Tem uma solugéo em ¢ ; b|
(D) Nenhuma das conclusdes anteriores é valida
31. Nafigura esta desenhada parte da representacao grafica de

uma funcéo f, cujo dominio é IR. As rectas de equacbesy =0,
X =2 ey = -1 sdo assimptotas do grafico de f.

2n-1 n /

Considere as sucessfes X, =—— e Yy, = 7

v

Sejam u, =f(x,) e v, =f(y,).

Se L;=lim(u,) e L,=lim(v,), os seus valores séo:
(A Li=lel,= +w (B)Li=lel,= -1
(C)Li= +o eL,=0 D)Li=1lel,=0
32. Sejafuma funcédo continua e monétona no intervalo [— 2;2]. Sabe-se ainda que f(-2) =-5 e

que f(1) = 2. Pode afirmar-se que, em [-2;2], a fungéo f

(A) Pode ter ou ndo raizes (B) Tem uma e uma so raiz
(C) Pode ter mais que uma raiz (D) Nao tem raizes
33. Considere a funcéo h definida por h(x) :2)(;3. O valor de [im h(x) é:
X°—=3x+2 x—>2"
(A)O (B) + o0 (C) — (D) 1
34. Seja g(x) =5x2+3mn. O valor de fim w é
h—0
(A) 5+3n (B) 10+3n (©) 10 (D) 13
35. Seja f(x)=x*-3.Entdo o |imM
x=1X =1
(A) éiguala + o0 (B) éiguala —
(C) é zero (D) ndo existe
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36. Sejam f e g fungdes derivaveis e tais que g(-1) =1, g(-)=2 e (1) =1. Entao,ho\valor da

derivada de f[g(—%xj} no ponto de abcissa 2 é:

(A) 2 B)1 ©)-1 (D) -2
_ X
37. Sejam L;= |im e L= lim (x.Inx). Entdo sabe-se que:
x=>0 X x—0"
(A)L1=1e|_2=0 (B)L1='1e|_2= — 00
(C) Li=-1lel,= + (D) L1=—1eL2=O

COLEGIO DA RAINHA SANTA ISABEL, COIMBRA



Matematica 12°ano

[¢]

Calculo Diferencial

Parte Il

Questdes de resposta aberta

Indigue todos os calculos que efectuar. Explique os raciocinios e justifique as conclusées.

1. Na figura estd esbogado o grafico da fungéo y = f(x) . De acordo com ele
4] 1.1. Determine o dominio e o contradominio de f.
7 1.2. Determine o0s seguintes limites, caso existam
! ol . (caso nao existam devera justificar porqué):
Loy 1) B 1.2.1. |im f(x)
! __,.d"’ X——-4
L - J\ ,
R R 1.2.2. |im f(x)
: r - e X—-3
i o 1.2.3. ETzf(x)
. 1.2.4. lim [f(x)|
al X—>+00
1.3. Determine equacfes das suas assimptotas, caso existam.
1.4. Indique os pontos de descontinuidade de f, justificando.
1.5. Indiqgue um ponto em que a fungéo tenha derivada positiva e outro em que tenha derivada
negativa. Justifique a sua escolha.
1.6. Justifiqgue que a funcdo néo é derivavel no ponto de abcissa -3.
1.7. Determine, justificando, f'(3).
2. Considere a familia de funcdes reais de variavel real cuja derivada € definida em IR por
x4 —3x?
b -af
2.1 Pode garantir-se que qualquer funcéo da familia € continua no ponto 0? Justifique a sua
resposta.
2.2 Justifique que para toda a fungdo da familia se tem
o 10=f@) 4
or x-2 9
3
2.3 Mostre que a funcéo g definida em IR por — 1 € uma das func¢des da familia.
X —
2.4 Determine uma equacao da tangente ao grafico da funcédo y = g(x) no ponto de abcissa -2.
3. Considere a funcéo real de variavel real definida do seguinte modo:
3
X—_S &=x<2
g(x)=9 x+4
VX+7 &X>2
3.1. Estude a continuidade da funcdo g em IR.
3.2. Estude a existéncia de assimptotas ao grafico da funcdo y = g(x).
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3.3.
3.4.
3.5.

5.1.
5.2.

5.3.
5.4.

6.1.

6.2.
6.3.
6.4.

7.1.
7.2.

Calculo Diferencial

[\ ———
Utilize a definicdo de derivada de uma funcdo num ponto para calcular g (9).
Caracterize a funcéo derivada de y = g(x).

Mostre que y = g(x) admite um zero no intervalo [1;2].

Determine uma equacao da recta tangente ao grafico de f(x) =

, ho ponto (1;-1).

_ ) 3 o (x+1° -3<=x<1
Considere a funcéo real de variavel real definida por f(x) = ‘ 2 g ‘ 1
X° —6Xl <= x>

Averigue se f é derivavel para x = 1.

Estude a monotonia e determine os extremos (caso existam) de f no intervalo |- o0;1[.

Mostre que (-1 ; -3) € um ponto de inflexdo de f.

Determine os pontos da curva representativa da restricdo de f a ]»oo;]{ em que a tangente
ao gréfico é paralela arecta 12x—-y+5=0.

Acerca de duas funcdes reais de variavel real y =f(x) e y =g(x) sabe-se que:

f(x )—(%j 9(0)=3; g(0)=-2.
Calcule:

6.1.1. (fxg)(0)
612 @
Wo)©)

6.1.4. (fog)(0)

g € uma funcéo continua no ponto de abcissa 0. Justifique.

6.1.3.

Determine a equacao reduzida da normal ao grafico de g no ponto de abcissa 0.
Relativamente a funcédo y = f(x), determine os intervalos em que é crescente e identifique,
caso existam, 0s seus extremos.

Considere a fungcdo real de varidvel real, de dominio IR, definido por

=x>1

h(x) = 1\&
—2X? +4x
—_— =
X—2

x<1

Mostre que a funcdo y =h(x) é continua mas néo derivavel no ponto de abcissa 1.

Verifigue se existem pontos do grafico de h, de abcissa menor que 1, onde as tangentes ao
grafico sejam perpendiculares a assimptota ao grafico de h quando x — —xo.
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8.1.

8.2.

10.

11.

11.1.

11.2.

11.3.

12.

12.1.

12.2.

3 —
Para cada valor real de k, a expressao f,((x)=x+—kxl2 define uma funcédo real de
X+

variavel real de dominio IR \ {~1}.

Determine o valor de k de modo que para a fungcdo correspondente, y =g(x), se tenha

x2.(3 +2x)
(x+1

Faca o estudo das concavidades de y =g(x) e indique, caso existam, 0s seus pontos de

g (x) =

inflexao.

Defina, por uma equacgéo vectorial, a tangente ao gréfico de g(x), no ponto de abcissa -2.

Sejam f e g fungbes reais de variavel real, diferenciaveis em IR, tais que f‘=ge g = -f.

Sabe-se que os respectivos graficos se intersectam no ponto P(2 ; 3).Seja h:IR »>IR a
funcéo definida por h(x) = g?(x) + f(x) . Determine y = h(x).
(Sugest&o: comece por definir y =h'(x)).

Utilizando as regras de derivagdo, determine as derivadas das fung¢des definidas pelas

seguintes expressodes designatérias:

2 3 3/, 3 2
10.2. 3Yx¥-2 J
10.1. [X +2Xj 10.3. {X—J’z]

Xx-1 4x -1

x-1
<x<1
x?+3-2
Considere a fungéo real de variavel real, definida por g(x)=<k «<x=1 comkelR
x® -3x%* +5x-3
x-1

=x>1

Verifique se existe algum valor de k, para o qual a funcdo correspondente seja continua no
ponto de abcissa um.

Calcule |im 9(x), e tire conclusbes acerca da existéncia de assimptotas ndo verticais ao

X—>—00

gréafico de y =g(x), quando X — —o.

Determine a equacao reduzida da tangente ao grafico de y = g(x), no ponto de abcissa 2.
V1-x <x<1
Considere a funcéo real de variavel real definida por f(x) =4 y3 _y2 _ oy
il &xX>2
—X

Indigue o dominio de y=f(x)e averigie da existéncia de assimptotas ndo verticais ao

respectivo grafico.

Mostre que [im f(x) = _E_
x—2" 2
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Matematica 12°ano

o Calculo Diferencial

7

L = -
12.3. Sabendo que y=f(x) é uma fungdo continua em |-w;l]JU]2 +oo|, defina uma sua

extensdo que seja continua em IR.
12.4. Recorrendo a definicdo de derivada de uma funcdo num ponto, caracterize a funcdo

derivada da restricio de y = f(x) ao intervalo -0 ;1.
12.5. Determine a equagéo reduzida da normal ao gréafico de y = f(x) no ponto de abcissa -3.
13. Esboce um possivel grafico de uma fungéo real de variavel real y =g(x), que satisfaca as

seguintes condicdes.

* Dg=R e g é continua em IR\{-2;0} * lm 9(x) =3
e g@=0 © lim o0 +x]=1 e g.(-2)=-0
e 9(0)=0 e g admite a assimptota horizontaly=0  ° X'EPO g(x) = —0
| 12x - 3x* <=x<2
14. h(X)=1y2_9g é a funcdo derivada de uma fungdo real de variavel real,

=X>2

X
y =h(x), de dominio IR. Sabe-se ainda que h(x)=-x®+6x>—-6,Vxe|-©;2] e que é
descontinua para x = 2.
14.1. Prove que a funcao y = h(x) é continua no seu ponto de abcissa 4.
14.2. Indique, justificando, o valor légico da proposi¢do: 3c e ]»1;][: h(c)=0.
14.3. Estude a funcdo y=h(x) quanto a existéncia de extremantes, sabendo que

_ h(a+2)-h(2)
lim ————— =~

x—0" a

= +o0. Indique também os intervalos de monotonia da funcao.

14.4. Determine as abcissas dos pontos de inflexdo de y =h(x), caso existam.

14.5. Calcule h'(5), utilizando a definicéo de derivada de uma funcdo num ponto.
14.6. Determine a equacdo reduzida da recta tangente ao grafico de y =h(x), num ponto de

abcissa superior a 2, que é perpendicular a recta de equagéo
(x, y) = [— n;gj + l(— 7;4), A €IR , sabendo que a ordenada do ponto de tangencia é 11.
15. Seja y=h(x) a fungdo de dominio |} 0[U[3+0[,  definida  por

—x3+%x2+6x+2 <=x<0

1-4VX-3 =x=>3

15.1. Determine h(|—20[).

h(x) =
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Matematica 12°ano

o Calculo Diferencial

15.2.

15.3.

15.4.
16.
17.

17.1.

17.2.

17.3.

17.4.

L T——— .
Utilizando a definicdo de derivada de uma fungdo num ponto, calcule h'(4). Que pode
concluir sobre a continuidade de h no ponto de abcissa 47 Justifique.

Existe um ponto do gréfico de h, no semi plano definido pela condigdo x > 3, no qual a recta

normal ao grafico é paralela a recta de equagéo 4x -y +1=0. Determine-o.

Caracterize uma extensao da funcédo h, que seja continua em IR.

Prove que toda a funcéo polinomial de grau trés, admite um ponto de inflex&o.

Considere a familia de funcdes reais de variavel real cuja derivada € definida em IR por
2X

(x2 +1)2

Sendo y=f(x)uma qualquer funcdo da familia, indique, justificando, o valor de

~ f(h—1)—f(-1)
im——
h—0 h

2
, € uma das fungdes da familia.

Mostre que a funcéo g, definida em IR por 1
X+

Faca um estudo da funcdo y =g(x) quanto ao sentido das concavidades e existéncia de

pontos de inflex&o.
Determine uma equacdao da normal ao gréafico da funcéo y = g(x), no ponto de abcissa 1.
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Matematica 12°ano

Ficha de Trabalho

o Caélculo Diferencial

Solucdes

Parte |

Questdes de escolha multipla

1B 2D ac 48 5C =1 7D 2D 98 10C
11B 124 13.1B 13.2D 13.3B 14B 15D 16C 170 18.1A
18.2B 19D 20C 21C 22B 23A 24B 250 26.1D 26.2C
27C 28.1D 28.2B 29D 30B 31D 328 336 34 35D
3eC 37D
Parte Il

Questdes de resposta aberta

1.1. E—-:l_-:—’\,’ : :—F\.:l[ I {2} L 3r7(r = 2:}2{12 —2r —2)

10.
f o aha
1.2.1. (- 1.2.2. Mao existe 1.23.1 I\.‘i‘f 1)
1.2.4. [+ ) 13. o=—-4;y=—a+3
1.4.(-3);2 15.0;3 1.7.{-1)
: r— 4y 16 7 -
2.1.5im 24. y=gX—3 — A xr+2 ¥
10.3. = =
3.1, Continuaem LK\ 4 —4:2 - (dx—1) (dx—1nx"+2
1 11.1. 2 11.2.{-1) ; Assimptota horizontal ¥ = -1
3.0 = —4 3.3. 1
el
113 y =2z —1
3.4,

S A 121 |—nc:l|U |2 +nc] sy = —2 + 1
20° + 120" +5 - o -

o< 2o =—4

. W0 j - [ oer o —
g'(a) = (z +4) . [ fle) =2 € D;
| 1 i f@={_; . 3_"p
—_—=gp =2 { Er _3‘_:‘“-": f
2o+ T ) )
_}"2" oo —1 — R
4 y=4r+ 3 12.4. 1
o —_—
5.1. Ndo 5.2. Mon. Cresc. ; ndo tem extremos 2Nl — 2
5.4.{-3;-11) 125 ¥y = 4o + 14
6.1.1-20 6.1.2. _-é 14.2. Verdade 14.3. Minimizantes para x=0 e x=3
14.4. Nao existem
6.1.3. —ﬁ 614 —=2 a1 -
3 16 14.5. = ey = a+4
e |

af — L, - -
63. Yy =—x+ 3
¥=13 151 | 1,5:4) 152 —% ;continua  15.3.(7;-1)

b.4. Cresc. em ;—Q; —11- -Min=0 W
| L (o) =o€ D,
. 154 h(x) = 4 )
7.2. Nio existe 1R JE—lJ." + 2=z f .D.,,
L 3 '
8.1.{-2) £8.2. F" de Inflexdo — (0 ; -2) ; Conc voltada

17.1. — 17.3. Pontos de inflexdo para

para baixo em —1:0]
3. (oy) = (—2:68) + k(L -4), ke R T = :@ ; Conc. voltada para cima em

9. hlz) =18 174y = 20+ 2
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Matematica 12°ano

o

Trigonometria

CATETO A

- Exercicios de Revisdo

CATETIOB

Sejam a e b dois angulos agudos tais que Z'C%a_l =0 e 3-4senb=2.

Mostre que J5.sena = 2.cosb.

Existira um angulo agudo o tal que:

2.1 COS(1=§ e senoczﬂ
5 5

2.2 cosa = E e sena = l
13 13

2.3 cosa =

o =
2.7 27
Os angulos o e B tém de amplitudes respectivamente 15° e 15 rad. Qual das afirmacdes

é verdadeira;

A) sena >senf C) sena < senp
B) sena =senp D) nenhuma das respostas €é correcta

Exprima nas razdes trigonométricas do angulo o :

4.1 3cos(g+a)—3sen(n+oc)+cos(7—2n+a)
5, T 3n ~
4.2 sen(nt—a)—sen (E - a).cos(; +a), em funcdo de sena
2 3n 2
4.3 cos (oc—?)+sen (m+a)

44 2tg(m — o) + tg(m + o)

T T
sen(——a)-2sen(—— —a
(2 ) (2 )

Determine o valor exacto das seguintes expressoes:
5.1 sen225° + cos330°
5.2  tg1500+tg(-240°)+tg(-315°)

sen(%) x cos(@)
5.3 4 3

senm —cos(—2n)

n 11x 23m
5.4 sen(———)+cos— +tg—— —tg7
( 4) 5 "9, —tgrn

5.5 2.sen690°-tg225°+tg(-120°)+cos630°



0. Determine:

6.1 senx, sabendo que cosx = —% e xe 3°Q.

6.2 J3.sena — /2 ti sabendo que tgx = —J2 exe 2°Q.
()4

6.3 2.senp + 3tgP , sabendo que cospP = —g e pe3®Q.

6.4 cos(g —a)+tg(n— o), sabendo que sen(o.— )= % e ae3°Q.
7 Considere a fungéio f(x) = -1+ 2cos? x:

7.1 Determine o dominio e o contradominio de f.

7.2 Calcule f(—g)+f(n).

7.3 Estude a paridade de f.

7.4 Sabendo que tga =%, calcule f(a).

7.5 Determine os zeros de f no intervalo {— T, ﬂ

7.6 Calcule a expressao dos maximizantes e minimizantes de f.
8 Considere as fungdes f(x) =sen(3x) e g(x) =-sen(2x).
Determine as abcissas dos pontos onde os graficos se intersectam e que pertencem ao
intervalo [ m;x].

9 Resolva as seguintes equacdes trigonométricas:

- —SSeng 0 9.9  cos(3x)=—-cosx
9.10 cos(3x)=-senx
1
QN =3 9.11 1-cos®x = 2senx
9.3 sen’x-1=0 9.12 243tgx-2=

2
cos? x
9.4 2sen?x +senx =0

T
9.5 sen’x—3senx+2=0 913 tg[§+xJ=0

9.6 senxz_g 9.14 tg®(2x)-3=0

9.15 senx =tgx

9.7 cosx——l
' 2 9.16 sen?x+senx.cosx =0

2 2.
9.8 senx+seng=0 9.17 sen“x+cos”x=0

90.18 sen®x+2senx.cosx =0

10 Se sena =§ eae }—3—;;—7{ , entdo tga tem o valor de:

3 4 3 4
A) -= B) —— C) = D) =
)4 )3 )4 )3
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11 Seja [ABC] um triangulo isésceles em que BA =BC. A
Seja o a amplitude do angulo ABC.

Mostre que a &rea do triangulo [ABC] é dada por
_ o
xsena (e <o)

12 A sucessdo de termo geral a,=sen’n+cos’n é:

A) Crescente C) ndo monotona
B) Decrescente D) constante
13 Na figura esta representado um tridngulo isGsceles em que AC=CB . A medida AB=6 e

cosa =08, sendo o a amplitude do BAC. No referido tridngulo a medida da altura relativa ao

lado [AB] é:

A) ) C)4
17

B) n D) 2

14 Seja o angulo o em posi¢cdo normal no referencial, onde a
circunferéncia representada limita o circulo trigonométrico.

Considere o triangulo [AOB] inscrito na circunferéncia. A /‘\K/
a

area deste triangulo é:

0 =
B P
py SENO.COSH &) seno.cosc 8/
2 _—

B) tha D) 2sena.cosa

15 A equacdo sen(3x) =—senx possuiu as seguintes solucdes:

A) x=knvx=-kn,keZ C)X:k—;vX:g+kn,keZ
B) X=%vX=kn,keZ D)sz—;,kez

16 Das seguintes afirmacdes indica a verdadeira:

A)3Ix e E”{: tgx >0

B) A fung&o co-seno é decrescente no intervalo }O;g{
Y

C) Va: sen(—E +a) =Ccosa

D) Em }—3—;;— n[ , a funcéo seno é crescente
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17 O dominio da funcéo com expressao analitica senx = tgx é:
A) {XEIR:X¢900/\X¢27O°} C) {XelR:Xign+2kn,keZ}
B) {xelR:x=90°+360k,k € Z} D) {x €IR : x = 90°+180k k  Z}

18 Sendo a fungéo f(x) = senx.cos{g - xj , 0 valor exacto de f(— gj + f[gj é:

5 o 5
2 2
B) 0 D)@

19 Seja a 0 angulo que satisfaz a relagéao:

2.co8 L —a —sen(n+a)=-1lrae E;%
2 2 2

O angulo o é tal que:

242 242 32

A) cosa=——— B) sena = —— C) cosa=——— D) sena =
3 3 2
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Solucgdes:

2.1 Sim 2.2 Nao 2.3 Sim 30) 4.1 sena
sena _ _
4.2 sena 4.3 2sen‘o 44 -———— 51 V3-v2 5.2 3 4J3
3cos” a 2 3
54
5.3 —@ J2+J3-2 55-2+.3 6.1 —% 6.2 V2+1
2
6.3 12 6a L V2 74 D, =IR 721 7.3 Par
5 3 4 2
743 75 x=+Eyx=—F
5 4 4

7.6 Maximizantes: X =kr ,k € Z ; Minimizantes: x =kn ke Z

8 —n;—ﬂn;—zn;o;gn;fn;n 9.1 x=2km,keZ
5 5 55

9.2X=l+zkan:@+zkn,keZ 9.3 X=E+kn,keZ
18 3 18 3 2

9.4 szrcvx=—g+2knvx=7—6n+2kn,kez 9.5 x=g+2kn,kez

96 x=-F42knvx=2T 4 oknk ez 97 x=+2F s dknkeZ
3 3 3
3n n krn T
98 x=—+2knke”Z 99 X==+—vX=——+knkeZ
2 4 2 2
9.10 x:£+kn\/x=—£+5n,kez 9.11x=kn,keZ 9.12X=E+kn,keZ
4 8 2 3
913 x=—"4+knkeZ 014 x=+"+ K ez 915 x=-"iknkez
3 6 2 3
9.16 X=kan=—%+kn,keZ 9.17 Condigéo impossivel
9.18 x=knvx=-035n+kr,keZ
10. A 12. D 13. A 14. A 15. B

16. B 17.D 18. A 19. A
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Matematica 12°ano

4.1

O perimetro do triangulo BCD, em func¢éo de o..

<
o Trigonometria =)
- Exercicios de Concluséo 5
CATETO B
1. Determine as solucdes das equacdes seguintes:
11 cosx—senx=1
1.2 sen(2x)+senx=0
1.3 cosx+cos(2x)=0
1.4  2sen’x =1-senx
15 \/§.senx+cosx =1
2. Recorrendo as regras de derivacdo determine a funcdo derivada em cada um dos
seguintes casos:
2.1 f(x)=x2senx 22 f(x)=5xcos(3x)
23 f(x)= 12X 24 ()=
1+cosx senx
25 f(x)=12Se™ 26 f(x)=—2
COSX 1+x
27 f(x)= 1-cos(2x) 28  f(x)=(cosx+senx)
2X
29 f(X)Z; 210 f(x)= 5 3 >
Senxcosx C0s“(2x) —sen“(2x)
3. O gréfico
y
\/\/l\/\/
_E Y = &
2 2
pode ser uma representacao geomeétrica da funcao f, real de variavel real, definida por:
A) f(x)=|cos(2x) C) f(x)=sen(2x))
B) f(x)=|senx D) f(x) =cosx
A
4.

Na figura junta séo dados uma circunferéncia de centro O e /\

raio 1, um didmetro AB e uma corda CD, perpendicular a c En D
esse didmetro, Designando por o 0 angulo, em radianos, a/
AOC (=AOD), determine: e




4.2 O valor de o para o qual a area do mesmo triangulo tem valor maximo, sabendo

gue essa area é igual a sen(a)[1+ cos(o)].

5 Considere os graficos A, B, C, D e as funcdes f e g, reais de variavel real, definidas por:

f(x) = xi—l; g(x) =tg(2x — ) e h(x) = 2senx

5.1 Algum dos gréficos pode ser o de uma restricdo da funcdo g? Justifique as
exclusbes que decidiu.

5.2  Algum deles pode ser da derivada de f? Justifique a escolha feita.

5.3 Calcule o limite de 9) guando x tende para zero.
X

S

S —
— w5 —

—_— o —— o — fa— -

N C x -“’_‘I_" __O ' g -

;

|
I
|
l
|
|

6 Dadas as funcdes reais de variavel real: f(t) =cos?t+cost e g(t)= t—=
1 T b
6.1 Sendo cos(2a) :—5 eae O;E , calcule f(a+5).

6.2 Determine, parate [0;275], os extremos da funcéo f e classifique-os.

6.3 Qual o contradominio de f?
7 Considere a funcéo f(x) =x+ sen[g XJ.
7.1 Prove que a funcédo é impar.
~ yis . ~ . 11
7.2 Prove que a equacgéo sen EX = —X tem uma s0 solugao no intervalo —E;g .

f(x)

7.3 Calcule lm —=.
x—>0 X
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8 Considere a fungao real de variavel real assim definida: h(x) =1- x +sen(2x)

8.1  Calcule, se existir, lim h(x)_l.

x—0 X

8.2  Estude a monotonia de h no intervalo [0;x].
8.3  Mostre que a equagéo h(x)=0 tem uma Gnica solugdo x0 em [0,5;2].

9 Considere a fungéo real de variavel real definida por

1 X
2X+—cos— sex<l1 .
f(x) = n 2 , no intervalo [-5;4].

x?-6x+7 sex>1
A) O maximo de f é igual a 2 e f ndo tem minimo
B) F n&otem maximo e o minimo de f é igual a -2
C) O maximo de f é igual a 2 e 0o minimo de f é igual a -2

D) O maximo de f é igual a 2 e 0 minimo de f é igual a -10
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Solucgdes:

T

1.1 X=n+2kan=§+kn,keZ 1.2 X:kTC\/XZi%-i-ZkTC,kEZ

1.3 X=n+2kan=i§+2kn,keZ

14 X=3—27t+2kn\/x=%+2knvx=5—6n+2k1t,keZ

1.5 X=2kn\/x=%+2kn

2.1 2xsenx+ x? cosx

2senx - _
2.2 5cos(3x) — 15xs€n(3x) 23 50 g4 SEMXTXCOSX 2.5 Sex -1
(1+cosx) sen®x cos? x
1+ x? — 2xsenxcos 2xsenx —1+ cos(2x
2. =1 X —SXBEMXCOSX 2.7 +C0S2X) 5 g 2c0s(2x)
cos x(1+ X ) 2X
c0s(2x) 12sen(4x)
29 - ——— 210 ————— 3. A N
Senx Cos? x cos? (4x) 4.1 2sena +2+2+2cosa
42 q="
3
5.1 Pelo dominio excluem-se as opg¢bes B e C. A opcao A é excluida porque a fungéo g € sempre
crescente
52 f(x)=-— > <0, logo sé serve a opgao C.
x-1
6.2 Maximos f(0) = 2;f(n) =0;f(2n) =2
5.32 6.1 2-6 2n 1. 4% 1
3 Minimos f(—)=-=;f(—)=-=
3 4 3 4
| |57
8.2 Crescente: {O;—H—;n}
1 i 6|6
6.3 [——;2} 7.3 1+— 811
4 2 T 271
Decrescente |—;—
6 3

9.D
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Matematica 12°ano

o Trigonometria
- Exercicios de Exame

CATETO A

CATETIOB

1. Numa fabrica de cer&mica produzem-se tijoleiras triangulares. Cada pec¢a é um triangulo

isésceles de lado a, constante, como mostra a figura:

a) Mostre que a area de cada peca é dada em funcéo de 6, por:

2

A(0) = a?sen(ze), (0< 6 < g -a>0)

b) Para que valor de 6 a area de cada peca é maxima?

c¢) Justifique que, se o lado a de uma peca de tijoleira

for menor que J2, a area da peca serd inferior a 1,

gualquer que seja o valor do angulo 6.

A(;Hﬂ)
d) Seja L= Ilim —

Justifigue que nado existe
00"
logaritmo de L, qualquer que seja a positivo e seja qual

for a base do logaritmo.

2
e) Seja f: 0 —>a7sen(29) , (#eR, a constante).
Sabendo que a figura do lado esquerdo representa
parte do gréafico de k+f (com k constante), determine os

valores de k e de a.

(Exame Nacional 96-13chamada)

'S
55F--

g ————

-

35— !

2. A representacao gréafica de uma fungéo g em [0,2r] é a seguinte:

b) Sabendo que a expresséo analitica da funcdo g € g(x)=

BN

a) Quanto a existéncia de

assimptotas do grafico da fungéo 1/g,

no mesmo intervalo, pode afirmar-se

que:

(A) Nao existem

(B) Séo as rectas x=0, x=n e x=2mx.

(C) Sao as rectas x=0 e y=0.

(D) Sao as rectas x=0, le e xzi.
T 2n

senx

————, o contradominio de g é:
2+ COoSX



(A) [-1/2,1/2] (B) [-1,1] (C) [-V3,V3] (D) [-

w|$|
w|$|

(Exame Nacional 96-23fase)

senx sex
3. Seja s a funcdo definida em R por s(x)={ <7 . Indiqgue qual das afirmacdes
X—T Sexzrmw

seguintes é verdadeira:
(A) s é descontinua em x=n (B) s tem um minimo relativo para x=n

(C) s tem um maximo relativo para x=n (D) s tem derivada em x=n
(Prova Modelo 97)

4. Uma funcéo real de variavel real f é tal que f(0)=1. Indique qual das seguintes expressdes pode
definir a fungéo f:

X+2 In x T
B) — C) tg(3x+— D) 2%™
o ()X+l ()9(X2) (D)

(A)

(Exame Nacional 97-13chamada)

5. Um navio encontra-se atracado num porto. A distancia h, de um dado ponto do casco do navio
ao fundo do mar, varia com a maré. Admita que h é dada, em func@o do tempo x, por h(x)=10-
3cos(2x). A distancia desse ponto do casco ao fundo do mar, no momento da maré-alta, é

(A) 4 (B) 10 (C) 13 (D) 16

(Exame Nacional 97-2%fase)

6. Considere a funcéo g definida em [0,x] por g(x)=sen x + sen 2x.

a) Determine os zeros da fungéo g.

b) Estude, quanto a existéncia de assimptotas, a funcdo h definida em [O,n]\{g} por

COS X
B c) Mostre que, para qualquer xe]0,n/2[, g(x) € a area de um
triangulo [ABC], em que
2 x é amplitude do angulo BCA;
BC=2; AH=1.
X
A 1 H c [BH] é a altura relativa ao vértice B;

(Prova Modelo 98)

7. Na figura estdo as representacdes graficas de 2

funcdes, f e g, de dominio [0,2xn], definidas por

f(x)=sen(2x) e g(x)=cos(2x-5§). Pi, Py, Pz e P4 sé@o

wla bemema=X a0
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0s pontos de interseccao dos graficos de f e de g. A abcissa de P, é g .

a) Mostre que sdo perpendiculares as rectas tangentes aos gréficos de f e de g no ponto P;.
b) Determine as coordenadas de P».

c) Defina, por meio de uma condicéo, a regido sombreada, incluindo a fronteira.

(Exame Nacional 99-22chamada)

75 — 25tg?x
tgx '

8. Na figura esté representado um triangulo [ABC]. Seja g(x)=

a) Mostre que a area de [ABC] é dada por g(x), para

qualquer xe€]0, % [

b) Considere o triangulo [ABC] quando ng . Classifique-o

guanto aos angulos e quanto aos lados e prove que a sua area ainda € dada por g(x).

(Exame Nacional 99-23fase)

9. Qual das afirmagfes seguintes é verdadeira?

(A) lim senx=0 (B) lim senx = +o0

X—>+0 X—>+00

(C) lim senx=1 (D) Nao existe lim senx

X—>+00 X—>+00

(Exame Nacional 00-13chamada)

10. No presente ano civil, em Lisboa, o tempo que decorre entre 0 nascer e 0 por do Sol, no dia
de ordem n do ano, é dado em horas, aproximadamente, por

n(n—81)
18

f(nN)=12,2+2,64 sen , he{1,2,3,...,366} (0 argumento da funcdo seno esta expresso em

radianos).

a) No dia 24 de Marco, Dia Nacional do Estudante, o Sol nasceu as 6 e meia da manh&. Em
que instante ocorreu o poér do Sol? Apresente o resultado em horas e minutos (minutos
arredondado as unidades).

Notas: recorde que, no presente ano, o0 més de Fevereiro teve 29 dias; sempre que, nos célculos,
proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, 3 casas decimais.

b) Em alguns dias do ano, o tempo que decorre entre 0 nascer e o por do Sol é superior a

14,7 horas. Recorrendo a sua calculadora, determine em quantos dias do ano € que isso

acontece. Indique como procedeu.

(Exame Nacional 00-123chamada)

11. Um satélite S tem uma Orbita eliptica em torno da Terra, tal
como se representa na figura. Tenha em atencéo que os elementos

nela desenhados ndo estdo na mesma escala. Na elipse, estdo

Apogeu Perigau
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assinalados 2 pontos: 0 apogeu, que € o ponto da érbita mais afastado do centro da Terra; o
perigeu, que é o ponto da oOrbita mais proximo do centro da Terra.

O angulo x, assinalado na figura, tem o seu vértice no centro da Terra; o seu lado origem passa
no perigeu, o seu lado extremidade passa no satélite e a sua amplitude estd compreendida entre 0
e 360 graus.

A distancia d, em km, do satélite ao centro da Terra, é dada por dzﬂ. Considere que a

1+ 0,07 cos x
Terra é uma esfera de raio 6378 km.

a) Determine a altitude do satélite (distancia a superficie da Terra)
guando este se encontra no apogeu. Apresente o resultado em km,
arredondado as unidades.

b) Num certo instante, o satélite esta na posi¢éo indicada na figura.

A distancia do satélite ao centro da terra é, entdo, de 8200 km.

Determine o valor de x, em graus, arredondado as unidades.

(Exame Nacional 00-23chamada)

12. Considere a funcdo h definida em R por h(x) = senx. Qual das seguintes equacdes pode
definir uma recta tangente ao grafico de h?

(A) y=2x+m (B) y=-2

(C)y=v2x-9 (D) y=x

(Exame Nacional 00-2%fase)

13. Considere a funcéo f, de dominio R, definida por f(x)=2x-cos x
a) Recorrendo ao Teorema de Bolzano, mostre que a funcéo f tem, pelo menos, 1 zero, no
intervalo ]0,x].
b) Seja f'a fungéo derivada de f. Mostre que f '(x)>0, VxeR, e justifique que o zero de f, cuja
existéncia é garantida pelo enunciado da alinea anterior, é o Unico zero desta fungao.
¢) Na figura abaixo estao representadas: parte do gréfico da funcao A r
f: parte de uma recta r, cuja inclinacdo é 45°, que contém o ponto A(-
3,0) e que intersecta o gréfico da fungéo f no ponto B.
Recorrendo a sua calculadora, determine a area do triangulo [AOB],
onde O designa a origem do referencial. Apresente o resultado

arredondado as unidades. A .

Nota: sempre que, nos Vvalores intermédios, proceder a

arredondamentos, conserve, no minimo, 1 casa decimal.

14. Indique o valor de Iim Inx
x-0" Senx
(A) -0 (B)O0 ©1 (D) +o0

(Prova Modelo 2001)
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X
X +3sen—

15. Considere a funcao f, de dominio R, definida por f(x)= ——=
In(e* +4)

a) Sabe-se que existe lim f(x) e que o seu valor € um numero inteiro. Recorrendo a sua
X—>+00

calculadora, conjecture-o. Explique como procedeu.

b) Sera conclusivo, para a determinacdo do valor de Ilim f(x), um método que se baseie

X—>+00

exclusivamente na utilizac&o da calculadora? Justifique a sua resposta.
(Prova Modelo 2001)

16. Na figura esta representada uma piramide quadrangular regular.
E Sabe-se que: a base da piramide tem centro F lado 2; G é o ponto
médio da aresta [BC]; x designa a amplitude do angulo FGE.
a) Mostre que a area total da piramide é dada, em funcéo de X,
por A= 2E8X*E o, I
COSX 2

b) Calcule lim A(x) e interprete geometricamente o valor
x—T
2

obtido.

(Exame Nacional 12 chamada 2001)

17. Na figura esta representado o gréafico da funcéo f, de dominio
[0,27], definida por f(X)=x+2cosx

A e B sao pontos do gréfico cujas ordenadas sdo extremos
relativos de f.

17.1. Sem recorrer a calculadora, resolva as 2 alineas

seguintes.
a) Mostre que a ordenada do ponto A é # e que a do
, 51-6v3 L
ponto B é " B 0 n X

b) Qual é o contradominio de f?
17.2. Considere a recta tangente ao grafico de f no ponto A. Esta recta intersecta o grafico
num outro ponto C. Recorrendo a calculadora, determine um valor aproximado para a abcissa do
ponto C (apresente o resultado arredondado as décimas). Expligue como procedeu (na sua

explicacdo, deve incluir o grafico, ou gréficos, que considerou para resolver esta questao).

(Exame Nacional 22 chamada 2001)
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18. Na figura esta representado um quadrado [ABCD], de lado 1. D C

O ponto E desloca-se sobre o lado [AB], e o ponto F desloca-se

sobre o lado [AD], de tal forma que se tem sempre AE=AF. Para

cada posicdo do ponto E, seja x a amplitude do angulo BEC

(xelg,g D. F

Recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, resolva as 3 A P i

alineas seguintes:
a)Mostre que o perimetro do quadrilatero [CEAF] é dado, em funcéo de X, por
2 2

f)=2-—+——.
tgx senx

b)Calcule lim f(x) e interprete geometricamente o valor obtido.

TE
X—>=
2

. 2-2 ~ R .
c)Mostre que f (x) = ﬁ e estude a funcdo quanto & monotonia.

sen~x

(Exame Nacional 12 fase 12 chamada 2002)

19. Na figura estao representados, em referencial 0.n. xOy, o circulo trigonométrico e um triangulo
[OAB].

Os pontos A e B pertencem a circunferéncia; o segmento [AB] é
perpendicular ao semieixo positivo Ox; o ponto C € o ponto de intersecc¢ao

da circunferéncia com o semieixo positivo Ox.

Seja a a amplitude do angulo COA (ae]O,g[). Qual das expressofes

seguintes da a area do triangulo [OAB], em funcao de a.?
tgacosa
2

(Exame Nacional 12 fase 22 chamada 2002)

tgasena

(A) sena.-cosa (B) (C) tgo-sena. (D) T

20. Considere uma circunferéncia de centro C e raio 1, tangente a uma recta r. Um ponto P
comeca a deslocar-se sobre a circunferéncia, no sentido indicado na figura. Inicialmente, o ponto

P encontra-se a distancia de 2 unidades da rectar.

Seja d(a) a distancia de P a r, apds uma rotacéo de amplitude a. Qual das igualdades seguintes é
verdadeira para qualquer n° real positivo o.?
(A) d(a)=1+cosa (B) d(a)=2+sena. (C) d(a)=1-cosa (D) d(a)=2-sena

(Exame Nacional 22 fase 2002)
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21. Considere as funcdes f e g, de dominio R, definidas por f(x)= %+ 2e'™ e g(x)=2sen x-cos X

a)Utilize métodos exclusivamente analiticos para resolver as 2 alineas seguintes:
al) Estude a funcao f quanto a existéncia de assimptotas paralelas aos eixos coordenados.
a2) Resolva a equacdao f(x)=g(n), apresentando a solucdo na forma In(ke), onde k representa
um n° real positivo.
b)Recorrendo a calculadora, determine as solugbes inteiras da inequacao f(x)>g(x), no

intervalo [0,2x]. Explique como procedeu.

(Exame Nacional 12 fase 22 chamada 2002)
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Matematica A - 12°ano

o Numeros complexos

Escolha Mdltipla

Sejaw=2—-3+ V3 . Entdo podemos afirmar que:

A) Rew=2elmw= 3++3 B) Rew=3++3 elmw=2

(03] Rew=-3-/3 elmw=2 D) Rew=-3++/3 elmw=2

Quiais das seguintes afirmac¢des sdo verdadeiras?

I. A soma de dois nUmeros complexos conjugados é um numero real

Il. O produto de dois niumeros complexos conjugados € um nimero real

lll. O quociente de dois niumeros complexos conjugados € um numero real

A) lell B) llelll C) lelll

O valor da expressao 3 _'+i°éigua| a
A) __2 B) 6-2 C) E_li
3+i 8 5 5

Em C, o conjunto solucdo da equacéo x* +4x+5=0 é:
A) {2-2i;-2+2} B) {-2;2} C) {}

D) I, 1l ell

p) S_4
42

D) {~2-i;-2+i}

Seja z=a+bi um niimero complexo qualquer. O coeficiente da parte imaginaria de zi é igual a:

A) a B) -a C) b

D) -b

Considere o numero complexo -1+i. Entdo, 0 médulo e um argumento de w s&o:

A) |w|=2 earg wzg B) |[w/=+v2earg Wz%
C) |W|=\/Eeargw=—% D) |W|=\/Eearngg
Sabendo que -iz = 2CiS%, entdo z é igual a:

A) z= 2cis = B) z= 20is.ﬂ C) z= ~2cis =
4 4 4

1246 118

. i+

O numero complexo z =——-— €
7 —i

A) Um namero imaginario puro negativo
B) Um numero imaginario puro positivo
C) Um ndmero real negativo

D) Um numero real positivo

D) z= 2cis — =



9. O numero complexo z = -8+ 8i, na forma trigonométrica, € igual a:

A) z-= 8\/§cis(— gj B) z= sﬁcis[%“j

C) z-= &/Ecis[%) D) z= sﬁcis(%“j
10. As solucdes de z° =z so:

A) {0} B) {0;1}

C){-1;0;1} D) {0,cisO, cis[gj,cismcis(%nj}
11. Considere o numero complexo z = 16cis(g) Entéo:

A) 2° =16 B) z2-16 C) |7=16 D) z =16

12. Seja z = Zcis[gj. Entdo, z° é:

A) Um imaginario puro negativo B) Um imaginario puro positivo
C) Um ndmero real negativo D) Um numero real positivo
13. Seja w um numero complexo diferente de zero, cuja imagem Ip,

geomeétrica, no plano complexo, esta no 1° quadrante e pertence

a bissectriz dos quadrantes impares. Seja W 0 conjugado de w. .
. - . p,\ [P, Rez
Na figura estéo representadas, no plano complexo, as imagens '\
geométricas de quatro nimeros complexos, z,, z,, z; € zZ,.
. w
Qual deles pode seriguala = ?
w
A) z, B) z, C) z, D) z,
14. Atendendo a figura abaixo, os vértices do triangulo equilatero Im z

sdo os afixos das raizes do numero complexo z. Entdo, z é

igual a: /
T {/ 3 \‘:'
A) z= 2cis§ ( TRe z

pr

. T
B = =
) z 8CI33 \
C) z=2cisn D) z=8cisn \
15. A condicao que define o conjunto de pontos representado abaixo é:
L 2n
A) Osarg(z—3+2|)s? iha
21
B) arg(z-3+2i) s% e, |
N2
N 21 ‘
C) O<arg(z-3-2i))<— P (IO (A N
) o )< 30 Re 7

D) arg(z+3-2i)< %
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Questoes de Resposta Aberta

Resolva, em C, as seguintes equacoes:
a) x?+9=1

b) x?+121=0

c) x?+2x+3=0

d) x> -8x+25=0

Calcule:

a) (2+3i)+(5-4i)

1 .1
) (=+3i)(=-3i)
b) (L+i)+(1—i) 2 2

ay 1 i1 i
c) (2-5i)-3i 9) 4(5—5)(5—5)
d) 2(i—4)—-3(4-5i
) iR 58(4-5) h) (1+2i)
1 L1
e) =(6-3i)+(=+Ii
) 2( ) (3 )
Calcule:
1+i 2+3i
a -
) i ) 2i+1
3-i 4 + 5i
b) ——
) 2-1i ) 2i-1
Simplifique as seguintes expressoes:
a) {25 c) (2i)5
b) i** d) (-10i)°
Sejam z=2+ie w=1-i.
a) z+z d) w
b) z—w z
z
c) z2w? e) w
Escreva na forma a+bi.
a) (4i-2)"
b) (2-2i)'
1
c) (12-16i)2
Resolva, em C, as seguintes equacoes:
a) (2+3i)z=1+i 0 05 5
z
b) (2i)z = (V2 —i)(2 +i)
_ e) z°+4z+8=0
c) z=(5-4i)i

Escreva os seguintes numeros complexos na forma trigonométrica:
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10.

11.

12.

13.

9z=1 e) z=-3-3i

b)z=i
, f =-12+4,3i
C) z = 2+2i ) 2 " ‘/_I
d) z=2-,12i
Escreva 0s seguintes Escreva 0s seguintes niumeros complexos na forma trigonométrica:
a) z =3cis0 (11n
d) Z =CIS ?
b) z= 2ci32—7E
3 e) z=4cisn
. 4z
C) z= SCIS(— ?j f) z= \/§Ci3(— gj
. , . 2n . I
Considere os numeros complexos z = 3CIS? e ws= ZCISE . Calcule:
a) z.w d) we
b) z.(iw) iz
e) —w.—
w z
c) —
z

Sendo z=-2-2ie z= Zcisg, calcule:

a) 2z +_z d) -W.z

b) w-2z z

C) zw e) z
w

Em C, mostre que:

a) z,+z2,=2,+2,

b) z,xz,=2,x2,

Verifique que |z,.z,| = |z,||z,|, para todos os niimeros complexos z, e z,.
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Solucgdes:

Parte 1
1D 2A 3C 4D 5B 6B 7B 8A 9D 10D
11C 12C 13B 14D 15C
Parte 2
1. a) FZ\/Ei;Z«/Ei} 1.b) {-11i:12i} 1.¢) {fl—\/ii;—1+\/§i} 1.d) {4+3i4-3i)
2.a) 7-i .b)2 . C) 2-8i 2. d) -20+17i
10 1 37 13.
2.e) —+=i ) — .g) ——i 2. h) -3+4i
) 373 ) 2 9) 9 ) [
3.a) 1-i 3.b) ~41 30981 3.d) 2-13;
5 5 5 5
4.a)i 4.p)1 4. ¢c) 32i 4. d) 1000i
5. 2) 4 5.b) 1 5.¢) — 14t 5.q) 23
2 2 5 5
3.
5.e) —+—1I
2
1 1. . .
6.a) ————i 6. b) -64 6. C) 4-2i;-4+2i
10 5
5 1. 3.
7.4) z=—-— 7.b) z=——= . =4-5j . =1+i
) z = 13| ) Z 2| 7.¢c) z=4-5i 7.d) z=1+i
7.€) z=-2+2ivz=-2-2
8. a) z=cis0 8.b) z :cisg 8.¢c) z= Zﬁcis% 8.d) z :4ci{—g]
. 5n (T . [ 5=
8.e) z:2\/§crs(—?jvz:2\/§ms(?} 8. 1) Z=8\/§CIS(?j
9.2)z=3 9.b) z=-1+,3i 9.c)z=—§+5£i 9.d)z:£—1i
2 2 2 2
9.e)z=-4 9.f)z=§f£i
2 2
10. a) z = 6cid — = 10. b) z = 6cid = 10.¢) z=2cid & 10. d) z = 8cig =
6 3 3 2 2
10. e) 2
3
11. a) —6-2i 11. b) (JE+2)+(J§—2) 11.¢) z=-42 i 11. d) -2 +4/2i
11.e) -2
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MATEMATICA 12° ANO - PROBABILIDADES

P(AN B)
P(B)

P(A| B) =

Probabilidade Condicionada

Problema:
Uma caixa tem 12 bolas e estdo mais 6 bolas fora da caixa. Considera a experiéncia aleatéria que consiste

em lancar um dado e, se sair um namero impar, tiram-se da caixa tantas bolas como o niimero indicado no
dado; se sair um numero par, colocam-se na caixa tantas bolas como o nimero indicado no dado. Sejam A
e B os acontecimentos:

A:"Sai 4 no langcamento”

B:”Ficam pelo menos dez bolas na caixa”
Indica o valor de p(A|B) e, numa pequena composi¢do (cinco a dez linhas), justifica a tua resposta. Comeca
por indicar o significado de p(A|B), no contexto da situacao descrita.
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MATEMATICA 12° ANO - PROBABILIDADES

P(ANB)
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MATEMATICA 12° ANO - PROBABILIDADES

P(AN B)
P(B)

P(A| B) =

Probabilidade Condicionada

Problema:
Uma turma do 12° ano é constituida por vinte e cinco alunos (quinze raparigas e dez rapazes).
Nessa turma vai ser escolhida uma Comisséo para organizar uma viagem de finalistas.
A Comissdo sera formada por trés pessoas: um presidente, um tesoureiro e um responsavel pelas
relagBes publicas.
Suponha que a escolha dos trés elementos vai ser feita por sorteio, da seguinte forma:
- Cada aluno escreve o seu home numa folha de papel. As vinte e cinco folhas sdo dobradas e introduzidas
num saco. Em seguida, retiram-se do saco, sucessivamente, trés folhas de papel. O primeiro nome a sair
corresponde ao do presidente, o segundo, ao do tesoureiro e o terceiro, ao do responséavel pelas relacdes
publicas.
Sejam A, B e C os acontecimentos:

A: « 0 presidente é uma rapariga»;

B: «0 tesoureiro € uma rapariga»;

C: «a Comissdao é formada s6 por raparigas».
Indique o valor da probabilidade condicionada P(C|(ANB)) e, numa pequena composi¢do, com cerca de dez
linhas, justifique a sua resposta.

Nota: N&o aplique a férmula da probabilidade condicionada. O valor pedido devera resultar,
exclusivamente, da interpretacdo de P(C|(ANB)), no contexto do problema.

Exame nacional do Ensino Secundario - 2001, 22 fase
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