Matematica 11°ano

e Razdes trigonométricas num tridngulo rectangulo.

e Razoes trigonométricas de 30°, 45° e 60°.

1) Com base na figura, determine o comprimento da ponte.
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2) Duas aldeias, A e B, estdo situadas nas margens de um lago.
Para determinar a distancia entre elas, tomou-se um edificio C que dista 10 km da aldeia

B e mediram-se os angulos internos do triangulo [ABC].
Determine a distancia entre as duas aldeias.

3) Qual a medida do angulo de duas diagonais espaciais de um cubo?

A D

4) Um candeeiro produz um cone de luz em que o angulo de
corte mede 110°. Se o candeeiro for colocado na vertical
provoca no chdo uma area iluminada em forma de circulo. 3 110°
Qual a area iluminada no chao se o candeeiro estiver a \

3 metros de altura?
Que reducéo sofre a area iluminada se o candeeiro estiver

a 1 metro de altura?

, . : H
5) Na figura ao lado [ABCDEFGH] é um prisma recto. = G
Determine a amplitude do angulo HBD. - P %
} = 6
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Matematica 11°ano

e Razoes trigonométricas num tridngulo rectangulo.

e Razoes trigonométricas de 30°, 45° e 60°.

6) Na figura [ABCDV] é uma piramide quadrangular regular
em que a base € um quadrado com 10 m de lado.
Sabendo que a altura da piramide € 5 m, determine

VAC e BVC.

7) Prove as seguintes igualdades:

7.1) 3—5cos?a =5sen’a — 2

7.2) sen*a —cos*a = sena — cos?a
2

cos“a
7.3) +seno =
sena sena
2cos?o—sena+1
7.4) =3cosa

cosa
7.5) 1- sen“*a = cos?a +sen’a.cos’a
cosa l+sena

7.6) =0
1-sena cosa

8) Calcule o valor das seguintes expressoes:

8.1) sen30°.cos45° + tg60° + tg45° — 2tg30°
8.2) sen30°+ 2c0s245° — sen60°
8.3) sen“30° + 2sen?30°. sen?60° + sen*60°

9) Verifique se:

9.1) 1+th30°=%
1 1

9.2) =1+
sen45° tg45°

9.3) sen30°= | LLZSGOO

9.4) 2sen30°=sen60°.cos60°+ cos 60°. sen60°

10) A pedido de um dos clientes, um fabricante tem de construir pecas metalicas de area
maxima com a forma de um trapézio em que AB=BC =CD =2dm
Exprima em funcéo de &:

10.1) A altura h.
10.2) O comprimento da base maior.
10.3) A area do trapézio.

11) Determine a area de um trapézio isosceles em que a base menor mede 1 metro e o
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Matematica 11°ano

e Razoes trigonométricas num tridngulo rectangulo.

e Razoes trigonométricas de 30°, 45° e 60°.

lado obliquo faz um éangulo de 40° com a base maior e tem 0,5 metros de
comprimento.

12) A figura representa um canteiro de forma circular

com 5 m de raio.

O canteiro tem uma forma rectangular, que se destina

a plantacao de flores, e uma zona relvada, assinalada

a sombreado na figura.

Os vértices A, B, Ce D do rectangulo pertencem a

circunferéncia que limita o canteiro.

Na figura estdo também assinalados:

¢ Dois didmetros da circunferéncia, [EG] e [HF], que
contém os pontos meédios dos lados do rectangulo.

e O angulo BOF, de amplitude X e X€]0°,90°[.

e O centro O da circunferéncia.

12.1) Mostre que a &rea, em m?, da zona relvada é dada, em funcdo de x, por:
A(x)=25 1 —100 senx.cosx
12.2) Calcule A(45°).

13) A figura representa um trapézio rectangulo.

Sabe-se que:

« CD=4m o g

o E=5m :

e ABC=q« :

e 0(a(90° A € B

13.1) Calcule em graus, com trés casas decimais, o valor de o se [AECD] for um
gquadrado.
13.2) Mostre que a area do trapézio € dada em funcéo de « , pela expresséao:

A(ar)=sena.(20+125.cos )
13.3) Calcule o valor exacto da area do trapézio se o =60°.

14) A figura representa um triangulo [ABC] rectangulo em C.

Sabe-se que: o g
e CA=3cm -
[ ] A: 6
14.1) Prove que a area do triangulo é dada em funcéo

de @, pela expresséao: ¢

9 :
Alf)=—
(0)=3190 .

14.2) Se #=60°, qual é o valor exacto da area do
triangulo?

COLEGIO DA RAINHA SANTA ISABEL, COIMBRA



Matematica 11°ano

e Razoes trigonométricas num tridngulo rectangulo.

e Razoes trigonométricas de 30°, 45° e 60°.

15) Considere o triangulo [ABC] representado na figura.
Sabendo que:
e X € aamplitude do angulo BCA.
e BC=2 e AH=1.
e [BH] é a altura relativa ao vértice B.

Mostre que para qualquer Xe ]0,900[ a area do A[ABC] é dada pela expressao
A(x)=senx.(1+2.cos x).

16) Duas povoagdes, A e B, distanciadas em 8 km uma da outra, estdo a igual distancia
de uma fonte de abastecimento de agua, localizada em F.
Pretende-se construir uma canalizacao ligando a fonte as duas povoacfes, como se
indica na figura. A canalizagdo é formada por trés canos: um que vai da fonte F até
ao ponto P e dois que partem de P, um para A e outro para B. O ponto P esta a iqual

disténcia de A e de B. ’F
Tem-se ainda que: S ol
e O ponto M, ponto médio de [AB], pi km

dista 4 km de F.
e X é aamplitude do éngulo PAM

e xel0, 45°]. A -
16.1) Tomando para unidade o km, mostre que o comprimento total da canalizagdo
€ dado por:
C(x)=4+ 8-4senx

COSX

16.2) Calcule C(0) e interprete o resultado obtido, referindo a forma da canalizagéo

e consequentemente 0 seu comprimento.
16.3) Determine C(45°).

17) Na figura o triangulo [ABC] é isoOsceles, AB=BC, B
[DEFG] é um rectangulo; DG =2 ; DE =1;
x designa a amplitude do angulo BAC e x <]0,90°[.

17.1) Determine a area do A[ABC] em funcao de X.
17.2) Calcule o valor da area quando x=60°. e D] € C

18) Seja [ABCD] um trapézio isosceles; os lados [AD] e [BC]
sdo paralelos; AB=BC=CD =1; AD<1;
a é a amplitude do angulo ABC e a < |60°,90°]. : 3

18.1) Determine a area do trapézio [ABCD] em funcéo de « .
18.2) Determine o valor da area para o =90° e interprete 2 1
geometricamente o resultado obtido, caracterizando o quadrilatero que se obtém.

Solucdes da Ficha de Trabalho n° 2:
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Matematica 11°ano

e Razoes trigonométricas num tridngulo rectangulo.

e Razoes trigonométricas de 30°, 45° e 60°.

1) 257,12 m

2) 7,8 km

3) 70,53°

4) 57,55 m 2 - sofre uma reducéo de 8,98.
5) 22,59°

6) VAC = 35,27° : BVC = 70,54°.

8.1) 32 +4/3+12

12

3
PR

8.3)1
9) Verificam-se as igualdades 9.1) e 9.3). Nao se verificam as igualdades 9.2) e 9.4).

10.1) h=sen6
10.2) Base maior = 4cos 6+ 2
10.3) A apeso =S€NO. (4 COSO + 4)

trapézio

11) A =044 m?

trapézio
12.2) A(45°)=25.(x—2)

13.1) 53,13°
100 /3
13.3) T\/_

9,3
14.2) — =

16.2) C(0)=12 . A canalizacdo tem a forma de um T invertido de comprimento total 12 km.
16.3) C(45°)=8./2
17.1) A(x)=2+tgx+i

tgx

4.3
17.2) 2+ \é_

18.1) A(a)=sena —cosa. sena
18.2) A(90°)=1 . O quadrilatero que se obtém é um quadrado de lado 1.
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Matematica 11°ano

o Razoes trigonométricas de 30°, 45° e 60°

e Radiano

e Reducgao ao 1° quadrante

1) Indique o(s) quadrante(s) em que:

1.1) O seno é negativo e a tangente é positiva.

1.2) O seno cresce e 0 co-seno decresce.

1.3) O seno e a tangente crescem e sao negativos.

1.4) O seno é positivo, 0 co-seno decresce e a tangente € positiva.
2) Calcule o valor exacto das seguintes expressoes:

2.1) senZ —1g2% + cosZ . sen”
4 3 4 4
2.2) tg7z+cosO—sen%. tg% +2

T
sen?=

2.3) +1

2 7T
COS™—
3

3) Determine o valor exacto das seguintes expressoes:
3.1) sen 225° + cos330°

3.2) 2s5en690°—-tg 225° + tg(—1200) +€0s630°
3.3) tg150° +tg (—240°) +tg (—315°)

4) Determine:

4.1) \/§senx—\/§.ti , sabendo que: tgx=—,/2 e xe€2°Q
g X

4.2) 2sen x+3tg x, sabendo que cosx:—g e xe|x,2x].

5) Determine os valores de k que satisfazem simultaneamente cada uma condicdes:

5.1) Senoz=2k_1 e 066:|£,7Z'|:
3 2

5.2) senoe=kTJrl e 003a=%

5.3) 3sena=m*-1

54) tga=3Ac0sa=m-1

5.5) sena=m?+2 A a €1°Quadrante

5.6) senax=m?+1 A a € 3°Quadrante
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Matematica 11°ano

o Razoes trigonométricas de 30°, 45° e 60°

e Radiano

e Reducgao ao 1° quadrante

6) Simplifique as seguintes expressoes:

6.1) tg(27—a) +%cos(37r+a)—tg(—a) +gsen(3§—aj

6.2) Zsen(%Jra}cos(%—a]—(sena+c05a)2
6.3) sen(a —7)+cos [%-{-aj—tg(—a)

6.4) cos(x— 1) +cos(x—%).sen(x—ﬂ)+sen(x— %)
7) Simplifique as expressoes:

7.1) cos(%+ x) + cos(%[Jr xj + cos(%z+ xj +sen (7 +x)
7.2) sen(Z + xj +Cos(7 —X) + sen(7—”+ xj +sen (— X —11—7{)
2 2 2
T Tz
7.3) 3.cos(5— XJ — sen(7z + x) —COS(T— xj

7.4) sen(zl —cos(7z+x)—tg (13—”) —sen ( Zs xj
2 4 2

8) Exprima a expressdo A(x) em funcdo de senx e de COSX
8.1) A(x)=sen(—x)—sen(z—x)

8.2) A(x)=cos(—x)+ cos (7 +X)
8.3) A(X)= sen(E - xj + cos(s—” + xj
2 2

8.4) A(x)=cos 3—7T+ X |+ sen x—5—7Z
2 2
9) Calcule o valor exacto de cada uma das seguintes expressoes:

9.1) senlSTﬂ+ cos5z —tg(—77)+ cos(— 2377;)

9.2) sen 2(_17[) + cos® (—Zn]
4 4

9.3) sen (197”) +cos(—37)—tg (BT”] + cos(— ﬂ?ﬂj
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Matematica 11°ano

o Razoes trigonométricas de 30°, 45° e 60°

e Radiano

e Reducgao ao 1° quadrante

9.4) tg [1377:} +cos(67)— sen[— 777[) + cos(—ﬂTﬂj

10) Sabendo que cos @ :—% e que « e3’quadrante, calcule:
10.1) tg «

10.2) 2sen(z —a) + sen(%+aj
4 3 3
11) Sabendo que sen(Zﬂ—a):g e 7Z'<C¥<E7Z' , calcule tg (57 + &)+ sen ST

12) Sabendo que cos(x—%j :% e X€:|0, %{ , calcule o valor exacto de :
cos(—x)—sen(z+x)+tg(—x)
13) Sabendo que cos( 7+X ) =—§ e X € 4° quadrante , calcule o valor de:
13.1) sen( 7 +x)
13.2) 1-tg(7—x)

3
14) Sabendo que sen(n+x):—7 e XG}%, 7{ , calcule o valor exacto de :

tg(7z—x) +cos( x—%)

15) Considere a expressdo A(X)=cos(—7+X ) +1g (—37 +X) —2sen(z —X)

15.1) Simplifique a expresséo A(X)
15.2) Sabendo que sen(—%—ajzg Aae[r,2x], calcule Ala).

16) Sabendo que 2C08(%—ﬂj— sen(z+pB)=-1A ﬂe{%gg{

cos(3z+4)+2

Calcule o valor da expressao :
1-tg (57Z'—ﬂ)
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Matematica 11°ano

Ficha de Trabalho

e Razoes trigonomeétricas de 30°, 45° e 60°

e Radiano
e Reducgao ao 1° quadrante -
sen(1237r — x) -2 cos(;Z - xj .cos (77 +Xx)
17) Simplifique a expresséo B(x)=
tg (2x)

18) Indique, justificando o valor légico das seguintes proposicoes:

18.1) E|X€:|%,7Z'|: s tgx)0
T
18.2)V &, sen(ﬂ—ajzcosﬂ
3z ~ .
18.3) Em }—? -7 [ a funcéo seno é decrescente.

18.4) er:lg,ﬂ'[: senx.cosx) 0

109 [ thox- ot
tg X Sen X.Cos X
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Matematica 11°ano

o Razoes trigonométricas de 30°, 45° e 60°

e Radiano

e Reducgao ao 1° quadrante

SOLUCOES:
1.1)3°Q

J2-5

2

N
2

2.1)

3.1)

4.1) 2 +1

5.1) ke}i, 2{
2

5.5) N&o existe
6.1) —2cosa
7.1) —2senx

8.1) —2senx

9.1
) 2

V119

10.1) ——
) )

11) 29
15

542 +4

12
13.1) 4
5

12)

2110 + 60
14) 140

J3+2-2

1.2)1°Q

2.2) 2

3.2) —2+4/3

4.2) 12
5

5.2) ke{-11}

5.6) N&o existe
6.2) -1
7.2) 0

8.2) 0

9.2) 1

10.2)

13.2) —=

15.1) —cosX +1tg X — 2 senx

16) 442 +40
21

COS X + 2 Sen X. COS X

17)

1.3)4°Q

2.3) 4

3.3) ——= 41

443
3

5.3) me[ -2,2]

6.3) —2sena +tg o

7.3) 5senx

8.3) cos X —senx

9.3) V3-2

—-24119-5
12

53

15.2) =

1.4)1°Q
5.4) mzli@
10

6.4) —2Ccosa —sen‘«a

7.4) 0

8.4) senX —CcosX

3
9.4) =
)3

tg(2x)

18.1) F 18.2) F 18.3) V 18.4) F 18.5) V
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Matematica 11°ano

e Reducgao ao 1° quadrante

e Equacdes trigonométricas

1. Sem utilizar a calculadora, determine o valor de cada uma das expressoes:

1.1) 2sen180° - 3 sen270°

sen90° — sen(—90°)
2 +sen720°

[37)-=(-3)
sen| —mw|+sen| ——
1.3) 2

sen(2n)—55en(—2nj

1.2)

a

Wi

1.4)  sen810° — sen(—630°)+10 sen1080°
1.5 sen 4n + COS Sn + 1g In
3 6 4
1.6) sen En +CO0Ss En -1g En
6 4 6
1.7) tg S x COS —Zn + sen En X COS an
3 3 6 3
11 5n 1
sen| - —n|-cos| — |x —————
(8= o
tg| —

6

11 5 4n

cos| - —m|+tg| —m|xsen|
( 3 j (4 J [3J

1.9)  3c0s90° + 2 cos (—-180°) +%cos 270°

1.8)

cos (—1440°) — 3 cos 720°

1.10)
cos(—270°) + 2 cos 450° -3
3
cos(znj+2cos(—n)+5cos4n
1.11) 5
3cos| ~|-8cos| Zn|-cos(-7n)
2 2
3 T
sen/m +3C0S —m —sen_
1.12) 2 2

2cos(-6n)+sen(-8n)

2. Mostre que, qualquer que seja o
2 T 3 3
2.1) sen(n—a)-sen (E—ajcos(arwaj:sen o

2.2) cosz(a—gnJ +sen2(g+aj=1
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Matematica 11°ano

e Reducgao ao 1° quadrante

e Equacdes trigonométricas

3. Determine tg( - o) sabendo que sen (7+a)= e a €3° quadrante.

V3
2
4. Sendo COS(n—oc):—% e ae 4°Q., calcule tg(n—a)+sen(n+a).

5. Sabendo que cos( — g - aj =-0,8 eque g< a 3—; determine um valor
aproximado de :
51) tg(n—a)

5.2) 10cosa —3sena

6. Determine as solugdes de cada uma das equacdes:

6.1) sen(3x)=seng 6.10) cosx +senx=0
6.2) sen| x+—~ |=—sen= 6.11) sen(3x )—cos| = +x |=0
4 6 2
6.3) 2senx =-+/3 6.12) cos 7r+5 —sen| 24X
2 2 2
6.4) sen% -0 6.13) cosx —1=0
6.5) senx +1=0 6.14) cos(2x+n)=cos(x—gj
6.6) sen(2x ) == 6.15) tg| = |=—tgZ
2 3 3
1 i
6.7) cosx== 6.16) tg| 2 x+— |=1
2 4
6.8) cos(2x)=—cosg 6.17) tg(n —2x )=—+/3
6.9) cos(x+g]:—§ 6.18) 3tg ?x —1=0

7. Determine o conjunto de valores de X tais que :
7.1)tg(x+gj=\/§ A Xe]—n,O[
5 o
7.2)sen| —n+ X |+1=0 A Xe| —, =
3 2
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Matematica 11°ano

Ficha de Trabalho

e Redugao ao 1° quadrante

e Equacdes trigonométricas

8. Defina, em extensao, 0s seguintes conjuntos:
8.1) Az{ XEI: —gg} : ZCOSX—\/_ = O}

8.2) B={xe[0,2n]:sen?x=1-2coxx +cos x |

83)C={Xe{—

8.4)D={Xe|:—1'c,gn:|: (tgx—l)(Zsenx+1)=0}

,n{:(tgx—l)(4coszx—3)=0}

NS

9. Resolva, eml[] , as seguintes equacdes trigonométricas:

9.1) cosx=sen?x +1

9.2) sen?x=1+cos ? x
X

9.3) sen(gj-cos(ZX):O
9.4) 8sen? x -5 =6 senx
9.5) sen(2x )-cos ~ = cos >

2 2
9.6) cos °x —3sen?x=0

3

9.7) cos(mn+2x)= sen[En—xj

9.8) 3tg2(4x )++/3tg(4x)=0

9.9) 3tg 2(2x)+3=4+/3tg(2x)
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Matematica 11°ano

e Reducgao ao 1° quadrante

e Equacdes trigonométricas

SOLUCOES DA FICHA DE TRABALHO DE MATEMATICA N° 4:

1.1) 3 1.5) —/3 -1
1.2) 1 1.6) 3_3‘E+2*/§
1.3) 2 1.7) ﬁ
5 2
1.4)0 1.8) 1-+6
1-43
3) -3 4) 624 5.1)-ﬂ
5 3
6.1)x=l+2k7E x:ﬂ+2kn,kez
15 3 15 3

6.2) X=—E+2kn vX=£7‘c+2kn,keZ
12 12

6.3) X=—§+2kn v X=%n+2k1‘c,kez
6.4) x=4kn,keZ

6.5) ngn +2kmn,kez

6.6) X = £+ krx vx=i7r+ kz,keZ
12 12
T T

6.7 x= —+ 2kt vx=——= + 2kn,keZ
3 3

6.8) x = %+ km vX=—% + kn,keZ

6.9) X=§n+2kn v X=—n+2knw, keZ

6.10) x=—% + kn,keZ

6.11)x=k—2n,keZ

6.12) x= —n+ 2kn,keZ
6.13) x=2kmn,keZ

6.14) X=—%+ 2k 1t vX:—ﬁ +

6.15) x= —n+ 3kmn,keZ
6.16) x:kT”,kez

6.17) x= 2Z _ K7 7
3 2

6.18) X= —+ kn vXx=-=~ + kn,keZ
6 6

1.9) - 2
1.10) 2
3
1.11) 3
112) -+
2
52) -2
5
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Matematica 11°ano

Ficha de Trabalho

e Redugao ao 1° quadrante

e Equacdes trigonométricas

7.1) @
7.2) O

g1 A={- T
4’4

{
8.2)B={o,g,3“,zn}
{

2
83 Cz)_T T T 5
' 6'6 4 6
8.4) D= _31,_51,_2,5,7_”,5_”}

4 6 6'4 6 4
9.1) x=2kn,keZz
T
9.2) XZE + kn,keZ
9.3) x=3km v X=E+Q,kez
4 2

9.4)X=—£+ 2kt v X = 7_6n + 2kn,keZ

95) x=n+2kn v X:£+kn,kez

9.6) X=ig+2kn v X=15—6n+2kn, keZ

9.7)x=2§“ v X=-2n+2kn,keZ
98) x= K™\ x=— " KT (7
24 4
9.0) x=Z KB o ® KT ez
1 2
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Matematica 11°ano

e Funcgdes trigonométricas

1) Um péndulo improvisado é constituido por um fio de 12m de comprimento e por uma esfera,
conforme esta representado no referencia o0.n. xOy da figura.
Admita que o centro da esfera se desloca de O (origem do referencial) até B, sem retorno.
Sabe-se que:

e VO=12m;
A unidade do referencial € o metro;

[OV]L[vB];

OV A= ¢ radianos ;

i o| x
2

1.1) Exprima, em fungéo de « , as coordenadas do ponto A.

e 0<ax<

1.2) Determine um valor aproximado de «, a menos de 0,01, do instante em que o ponto A dista
3 m do eixo Ox.

1.3) Determine por processos analiticos o valor de « , para o qual A dista 6 m do eixo Oy.

Admita que a distancia, em metros, do ponto A a origem do referencial, t segundos apés o

inicio do movimento, é dada por: d(t)=24sen (T—th .

1.4) Ao fim de quanto tempo o ponto A estd a 12 m. Apresente o resultado as décimas de

segundo.
1.5) Ao fim de quanto tempo 0 movimento é concluido, isto é, o ponto A coincide com o ponto B.
1.6) Recorrendo a calculadora, determine durante quanto tempo a distancia de A a origem é

superior a 5m. Explique como procedeu, incluindo na explicacdo o grafico ou gréaficos obtidos na

calculadora. Apresente o resultado com aproximacao as centésimas.
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Matematica 11°ano

Ficha de Trabalho

e Funcgdes trigonométricas

2) Considere o moinho de vento e a
representacdo no plano do respectivo
sistema das hastes num referencial, tal

como é esquematizado na figura.

Seja A o0 ponto que representa a

extremidade de uma das hastes das

velas, O o centro de rotacdo e OA a

unidade do referencial 0.n. xOy.
No movimento das hastes do moinho em torno do ponto O, seja X a medida da amplitude, em
radianos, do arco descrito pelo ponto A.

Considere a fungdo f que a cada x faz corresponder a ordenada do ponto A.

2.1) Complete a tabela calculando a ordenada do ponto A nas véarias situacoes:

X s

r |\ |z |z
6 4 3 2

iz
4

f(x)

2.2) Indique a expressao que defina f(Xx).

2.3) Quais os valores que a ordenada do ponto A pode tomar? O que pode concluir quanto ao

contradominio da fungdo f ?

2.4) Na figura seguinte esta parte de uma representacgao grafica de f no intervalo [0, 27r].

20 -3n2  -n -2 72 T 3al2  2x 5xf2 3n a2 An b

-1 4

2.4.1) Complete-a, sem recorrer a calculadora e explique como procedeu.

2.4.2) Prolongue a representacdo grafica no intervalo [—27r,47r] e explique, igualmente como

procedeu.

2.4.3) Verifigue, usando a calculadora.

2.5) Dado qualquer X, qual 0 menor valor positivo p que satisfaz a condicdo f (x+p)=f(x)?
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Ficha de Trabalho

e Funcgdes trigonométricas

3) As marés sao fendmenos periddicos, que podem ser modelados
por uma fungéo do tipo Y=a+bsen(ct+d), emque Yéo
nivel da 4gua, em metros, e t o0 tempo, em horas.

Numa praia da costa portuguesa, em determinado dia foram feitas

BN

medicdbes que permitram chegar a seguinte funcao:

Y:4+25en(£]
2

3.1) Com o auxilio da calculadora gréfica, esboce o gréfico da funcdo, durante o periodo de um

dia.

3.2) As oito horas da tarde, qual era o nivel da agua? Apresente o resultado com aproximacao as
décimas.

3.3) Em que momento a 4gua atingiu o nivel de 4 metros? (Resolva esta questdo analiticamente.)
3.4) Qual é o periodo desta funcdo? Como explicaria este facto a alguém que ndo saiba

matematica?
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e Funcgdes trigonométricas

Solucdes da Ficha de Matematica n° 5:

1.1) A(12sena,12—12cosa)

1.2) 0,72 radianos

T
13) L
ar
1.4)2,7s
15)2,93s
2.1) a7 R R
*1 8 4 3 2 4
1 2 | B 2
LS e T R
2.2) f(x)=sen(x)
23) D', =[-1,1] &

G
2.4) f//ﬁ\\\ : ///—\\\
£ : ! \ —>
BN ) —m/ a2 Wﬂ 5 ni2 as\ e fis g
N | e A

25)2rx
3.1) =
Sci Eng Flotl Flotz Flot3 I T DO
B123456789||~Y1B4+2sin(K 22 Arin=a
Degree wWe= Amax=24
F ar Pol Seq||~Yz= necl=1
BT R Dot “Wy= Ymin=g
TR Simul||~YE= Ymax=y
A== atblr re™gi ([~Me= Yscl=1
G-T M= sles=1
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Ficha de Trabalho

e Funcgdes trigonométricas

32)29m
1=+ ZsintR 2D
=20 s ¥=2. 9119570 .
1 17 .
3.3) t:% v t:%z vi= z” vi= 3” (ou seja, 1h 2 m, 5h 15m, 13h 37m e 17h 48m)
34) 4rx
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Matematica 11°ano

e Estudo da recta no plano S%é
e Paralelismo e perpendicularidade . DN N

1) Determine o &ngulo formado pelas rectas de equacéo:
rr—x+2y+1=0 e s:y=—-3x-5

2) Observe a figura onde:

A (0,2 TR

B (2,0)

C (4,1) oAt
2.1) Determine o declive da recta AB. 7 B >
2.2) Escreva a equacao reduzida da recta s, <

Perpendicular a AB e que contém A.
2.3) Averigue se arectas e arecta t: y=—3x+1 sdo ou ndo perpendiculares.
3) Considere as rectas r e s, definidas pelas equagodes:
r:yzéx—z e s:(x,y)=(0,—%}+k(2,3),keD

3.1) Determine o angulo formado pelasrectas r e S.

3.2) Escreva a equacao reduzida da recta perpendicular a r, que passa pelo ponto A (O, gj .

4) Determine a inclinagéo yzgx +§.

5) Escreva a equacéo reduzida da recta que passa pela origem das coordenadas e que é
perpendicular & recta AB, sabendo que A(2,-1) e B (-3,3).

6) Utilizando o produto escalar, escreva a equacao da circunferéncia de didmetro [AB] sendo
A(2,-1) eB (4,-3).

7) Sabendo que a inclinacdo de uma determinada recta € 60°, determine um vector director da

recta.

8) Considere arecta r:—2x+3y—-4=0.

8.1) Indique as coordenadas de um vector director da recta.

8.2) Indique um vector director da recta S, perpendicular a recta r.
9) Determine o nimero real k de modo que as rectas de equacdo y=—2X e kx—2y+1=0,

sejam perpendiculares.

10) Escreva uma equacgéao da recta tangente a circunferéncia de equacgéo

(x+1)*+(y+1)*=25 ,no ponto T (2,3).

11) Escreva uma equacdao da tangente em A (3,2) a circunferéncia de centro C (—1, 3) :
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e Estudo da recta no plano S%é
e Paralelismo e perpendicularidade . DN N

- 4
12) Escreva uma equacdao da recta que tem inclinacéo ?ﬂ e gue passa pelo ponto (1,3) :

13) Considere os vectores ﬁ(2 ,0,1) e \7(1, -2,-1).
13.1) Calcule as coordenadas de um vector X de norma 3, perpendicular a ueav.

13.2) Calcule a amplitude do &ngulo formado pelos vectores uev.

14) Considere duas rectas r e s, definidas do seguinte modo:
1
r:mx+y-3=0 e s:(x, y)=(—1,0)+k(—§ : 2) kel

14.1) Indique o declive da recta S .
14.2) Indique um vector director da recta r em fungéo de m.

14.3) Determine m de modo que as rectas r e S sejam perpendiculares.

15) Considere num referencial o.n. os vectores

Gz(\/i+tga,sena) e Gz(ﬁ—tga,ij , aell \{%H(ﬂ,keﬂ}

Cosax

15.1) Determine « < } % \ 7{ de modo que os vectores uev sejam perpendiculares.

15.2) Sabendo que 3sen’c +sena =0, ac } —% : 0{ , determine as coordenadas do vector
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Ficha de Trabalho

e Estudo da recta no plano
e Paralelismo e perpendicularidade

Solucdes:
1) 81,87° 21)-1 2.2) y=X+2 2.3) set nado séo perpendiculares.
3.1) 45° 3.2) y=—5x+§ 4) 59,04° 5)y =%x
6) (x—3)2 +(y+2)?=2 7) d=(1,43) 8.1) d=(3,2) 8.2) _g
3.9
9) k=1 10) y:—zx+5 11) y=4x+10 12) y=+3x+3-4/3
13.1) d= 6@,9@,—12@ 13.2) d= —6@,—9@,12‘/5 13.3) 79,48°
29 29 29 29 29 29
14.1) -4 14.2) (1 ,-m) 14.3) —% 15.1) a:%” 15.2) tg a:—%
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Ficha de Trabalho

e Célculo vetorial

1)  Nafigura ao lado [ABCD] é um D —C
quadrado de lado 5 cm. O € o ponto de
intersec¢do das diagonais.
Calcula:

11) AB-BC; O

12) AB-DC:

1.3) AB-BD;

14 AO-DC. ;

A B

2)  Nafigura ao lado [ABCDEF] é um
hexagono regular de lado 1 cm.

Calcula:
21) AB-BC;
22) OF-4O;
23) AO0-OC.
3) Calcula:
3.1) 3ii-(4i +6V), sendo 32)( 24 + 2¥)-v sendo
al=151=3 ¢ @5 =1 iiait P it
ﬂu" 2 "v" 3 e uv =

4) Sabeseque [#] =3, ¥ =1 e cos (iiﬁﬁ) = % Calcula k& de modo que

ki+2V e # sejam dois vectores perpendiculares.

5) Determina um vector de norma 5 que seja perpendicular ao vector ( 1,- 3) !

6) Sendo ii]| =[5 , |[¥]=1 e (ﬁf:) =45°, d=ii+V e b=ii—V determina d.b.

Sugestdo: Recorda que @-d = "Ei"2 ou seja, |i+v| = J(ii+V) (i +7)
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Ficha de Trabalho

e Célculo vetorial

A
y
S L
7)  Nafigura, [LUA] & um trifngulo. 4+
Determina a amplitude de cada um dos oI
angulos internos do tridngulo 2L
U
1 g
o0 O A =
I 1 I I X »
1 2 3 4 5
8)  Na figura esta representado um cubo At .E
com 4 cm de aresta. i :
Calcula:
81 EC-ED
82) CB-CA

4cm 8

9) Na figura, [ABC] € um tridngulo isésceles e
[ABIJ] um paralelogramo.
Sendo BC =6, calcule:
9.1 BC-BA
9.2 BC-JC

93 BC-Al

10) Considere um tridngulo equilatero [ABC].
Sendo A—§=ii, ITC_”=17, AC=w e Z—B=3, calcule:
101 #-w 102 V-(—w)
10.3 u-(-V) 104 —ii-w

10.5 %-BK , sendo K o ponto médio do lado [AC].

11) Considera os vectores: # = (-2, 5) ; V= (3.2 e w= (2, -5).
11.1) Representa os vectores num referencial,

11.2)  Caleula: |a@[; |¥]|; %]

11.3) Calcula: #-V; v-w; #i-w.

11.4) Determina;

11.4.1) (ﬁAi?) 11.4.2) (vAﬁz) 11.4.3) (zfﬁ)

COLEGIO DA RAINHA SANTA ISABEL, COIMBRA




Matematica 11°ano

Ficha de Trabalho

e Célculo vetorial

12) Dados os vectores i = (1,3) e V= (-5,6), calcula:

12) u-v 12.2) O angulo dos dois vectores

13)Sendo 4(3,4); B(-2.1)e C(-4,-2):

13.1) Calcula:
13.1.1) AB-BC 13..2) AC-BA

13.2) Determina o dngulo dos vectores 4B e BC

14)Sendo @ = (1,0,3), b = (2,-5,0) e ¢ = (0,1,-3), calcula:
41 ab 142) d-¢ 143 b-¢

15) Considera os pontos A (0, 3) e B (-2, 1). Recorrendo a definigéo de produto escalar, determina:
15.1) Uma equagio da mediatriz do segmento de recta [AB];
15.2) Uma equagio da circunferéncia de didmetro [AB].

16) Considera a circunferéncia C : (x+1)° +(y—1)’ =5.
16.1) Verifica que o ponto A (1, 2) pertence a C.
16.2) Determina uma equagio da recta tangente a circunferéncia C no ponto A.

17) Considera os pontos 4(4,3) e B(-2,-1).

17.1) Escreve as coordenadas do vector 4B .

17.2) Usando a definigfo de produto escalar, escreve uma equagéo:
17.2.1) da mediatriz de [AB];
17.2.2) da circunferéncia de didmetro [AB];
17.2.3) da tangente & circunferéncia de didmetro [AB], no ponto B.

18)Sendo ii = (1,1, 3) e ¥=(0, 2, -3), calcula:
18.1) —2u-V 182) (ii—7)-(#+V)

18.3) (@ —27)- (i +2v) 184) V(V+10a)-i-(37)

19) Recorrendo 2 definigdo de produto escalar determina uma equagdo do plano mediador de [AB]
sendo A=(3,-1,2)eB=(1,3,0).
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Ficha de Trabalho

e Célculo vetorial

H G
20) Considera o cubo [ABCDEFGH] de aresta . : F
a. Usa o produto escalar para determinar a R
medida da amplitude do dngulo o de duas ;
diagonais espaciais do cubo. .
s ¢
A a B

21)Sendo i = (4, 2, 1), escreve:

21.1) As coordenadas de 3 vectores perpendiculares a # .
21.2) A expressio geral que representa todos os vectores do espago perpendiculares ao vector i .

22) Determina um vector que no espago seja perpendicular ao vector
d= (-1 0, 2) etenhanorma ,/?

23) No referencial o.n. (0,7,]',1?),tem-se: &=%(?—]+I€), 5:%(}#]?),
E=%(—27—}'+E).Mostraque: Glb:alceclb
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Ficha de Trabalho

e Célculo vetorial

Solucdes da Ficha de Trabalho de Matematica n°® 7:

25 1 1 1

. . 3 =25 1.4 — 21 = 22 —— 23 — 3.1 90
1.1 0 12 25 1 2 ) > 2
32 63+18 4 —% 2 {%I—Q_J;E) 6 4 7 «(TATL )=59°02'10"
«(AUAL )=75°5750"  «(LU,LA )=45° 81 16 8216 91 18 92 36

9 9 9
93 -36 101 = 102 -= 103 = 104 —— 105 O

2 2 2

w2fi] =29, [f|=V13, |#]|=v29 13 i-V=4, F-W=—4, #-W=-29

114 575 =86°43'28", ¥ #=97°55'41", & w=180° 12.1 13 12.2 58°14' 26" 13.1.1 19
13.1.2 —53  13.2 25°20'46" 141 2 14.2 -9 143 -5 151 y=—x+1

5 . o 3 5
152 ¥+ +2x—4y+3=0 162 y=-2x+4 17.1(-6,-4) 17.21 Yot

2 2 3
172 x"+y -2x-2y-11=0 17.3 y=5x+2 18.1 14 182 2 183 41
184 38 19 y=%x—% 20 54° 44'08" 211 pe. (2,-4,0); (L,0,-4); (0,1,-2)

1

21.2 pe.(x,y,—4x—2y) 22 pe.(2,0,1) 24.1.1 y=Ewg
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¢ Rectas e planos S%é

1) Determine o &ngulo que as rectas formam entre si:

1.1) y=2x+1 e y=—3X 1.2) 3x+2y—-2=0 e XT_l:y—_gl
1.3)y=-2x+3 ey =3 14) -y+x—-3=0 e y=0
1.5) (x,y)=(L2)+k(3,4),kell e y=x-1
2) Determine a inclinagdo das rectas:
2.1) y=—2x+1 2.2) Que contém os pontos A (1,0) e B (3,-1)

2.3) y=0 2.4) x=0

2.5) (x,¥)=(12)+k(3,4), kel
3) Seja s uma recta que contém o ponto A (—1,1) e tem a direccéo do vector ﬁ(—S,—l) e tuma

recta que contém o ponto A e tem direcgdo perpendicular ao vector \7(2,3).

3.1) Escreva a equacao reduzida da recta s.
3.2) Escreva a equacao vectorial da recta t.

3.3) Escreva a equacao da recta que contém o ponto A e € perpendicular ao vector u.

3.4) Determine a inclinagdo da recta s.

3.5) Sendo B (3,-2), determine o declive e a inclinag&o da recta AB.
3.6) Determine o angulo que a recta AB faz com o eixo dos Yy .

3.7) Sendo P (1, a), determine ade modo que o triangulo [PAB] seja rectangulo em B.

4) Escreva a equacdo da recta que contém o ponto A (—1,3) e € perpendicular a recta de

equacao:
aqy XLyt 4.2) 2x-3y+5=0
2 3
4.3) x=10 4.4) y=-3

4.5) (x,y)=(-1,5) +k(2.3) , kel

: ~ 3
5) Determine os valores de a para que as rectas de equacdes y=ax+5 e y=——X—-06

a+2

sejam:
5.1) Paralelas.

5.2) Perpendiculares.

. , . x 3 A
6) Determine os vectores perpendiculares a recta de equacéo yz—z X+1 que tém norma 10.
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7) Considere arecta r de equacao 2x+y—-3=0.
7.1) Determine a abcissa do ponto da recta que tem ordenada 6.

7.2) Determine ade modo que P e r sendo P (2,a).

7.3) Determine a equagéo reduzida da recta s que contém A (—1,5) e éparalelaa r.

7.4) Determine uma equacdo da recta t que contém a origem das coordenadas e é
perpendicular a recta r.

7.5) Determine a equacédo da recta que € perpendicular a r e tem ordenada na origem 3.

7.6) Determine a equacado da recta que é perpendicular a r e contém o ponto do eixo dos XX
de abcissa 5.

7.7) Quantas rectas, do plano, existem perpendiculares a recta r ?

7.8) Escreva uma expressao que represente a familia das rectas do plano perpendiculares a r.

8) [ABCD] é um losango em que A (3,1) e C (-1,5).

D
8.1) Escreva a equacdo da recta BD (tenha presente que as
A = diagonais de um losango séo perpendiculares).
8.2) Determine as coordenadas dos pontos B e D sabendo que
B E:x/lO (considere um ponto genérico X da recta BD).

9) Determine uma equacao da recta tangente a circunferéncia de equacao (x—2)2+(y+1)2:25

no ponto de ordenada 3 e abcissa positiva.

10) Escreva uma equagdo da circunferéncia de centro (—1,5) e tangente a recta de equacédo

ydy L
33

11) Escreva equagfes das rectas tangentes & circunferéncia de equagdo X°+y*+6x—4y=3
perpendicular ao vector §(0,4) .
12) Um quadrado inscrito na circunferéncia de equacao (X—2)2 +(y—2)2:10 tem um vértice em

A (3,—1) . Determine as coordenadas dos restantes vértices do quadrado.

13) Escreva uma condicdo que caracterize o dominio plano sombreado.

COLEGIO DA RAINHA SANTA ISABEL, COIMBRA



Matematica 11°ano

Ficha de Trabalho n°8

e Rectas e planos

14) O ponto C situa-se nos eixos dos Yy e €0
centro da circunferéncia.
Sabe-se que CE=5

14.1) Determine as equag0des das rectas AB e DE.

14.2) Determine uma condigdo que caracterize a zona
sombreada da figura.

15) Represente graficamente

15.1) y<X—-2 AX<4AYy>0 15.2) y=|x+2| A y=0

15.3) y>0Ax*+y?<4 15.4) (yz|x—-2|Ay<2)v(x-2)*+(y-3)’<1
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¢ Rectas e planos S%é

Solucdes:
1.1) a=45° 1.2) a=0° 1.3) @=26,6° 1.4) ax=45° 1.5) «=8,1°
2.1) 116,6° 2.2) 153,4° 2.3) 0° 2.4) 90° 2.5) 53,130
3.1) y:%x+§ 3.2) (x,y)=(-1,1)+k(3,-2),kell 3.3) y=—3x-2
3 14
3.4) 18,43° 35) m=-;14313° 3.6) 53,13° 3.7) a=-=—
2 7 3 3
41) y=——X+— 42) y=—— — 4.3) y=3 4.4) x=-1
)y 3X+3 )Y 2X+2 )Y ) X

4.5) y:—gx +%

5.1) a=lva=-3 5.2) a:—%
6) (6,8);(—6,-8)

7.1) —g 7.2) -1 7.3) y=—2x+3 7.4) y:%x

7.5) Por exemplo, (x,y)=(0,3)+k(2,1), kel 7.6) y= %x—g 7.7) Infinitas

7.8) y= %x+k, kel

8.1) y=x+2 8.2)B (0,2); D (2,4)
3 27
9) y=—"x+25
)R 4x+ 2
2 2 18-
10) (x+1)"+(y-5)"~( 11) y=-2 e y-6
12) (1,5);(5,3);(-1.1) 13) yS—XAY=X+2AX2+y?<4

14.1) y= %x+4 ; y:—§x+4

14.2) U y2—§x+4/\ yZ%X+4j\/(yS—§X+4/\ ys%x+4ﬂ /\[ X2+(y—4)2§25]
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15.1) 3

15.2)
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Equacéo geral do plano S%é
Paralelismo e perpendicularidade entre rectas e planos . DN N

EquacGes cartesianas de rectas no espago.
Interseccgdo de planos

1) Verifique se os pontos A (1,2,1), B (1,4,2) e C (3,1,1) definem um plano.
2) Indique equagdes do plano que:

2.1) Passa por A (1,3,—1) e é perpendicular ao vector 0(2,5,—4).
2.2) Passa por A (1,0,—3) e é perpendicular a recta g =2 -_-Z =

2.3) Contém o ponto A (0,1,2) e é paralela ao plano x—y—3z+1=0.
2.4) E definido pelos pontos A (0,0,1), B (2,0,0) e C (0,3,0).

2.5) Passa por A (7,7,2) e é paralelo as rectas x=2Ay=3 e %1: y=z-1.

2.6) Passa por A (7,7,2) e é paralelo aos vectores ﬁ(l,l,l) e \7(—1, 0,1).

2.7) Passa por A (7,7,2) e pela recta XT_lzgz Z.
2.8) Contém as rectas paralelas X=2 = y—lz -1 e x—1: y—l: -1
2 3 4 4 6 8
. _ R y—-2 1-z :
2.9) E perpendicular a recta x=1 A T:T e passa na origem das coordenadas.

2.10) Passa pelo ponto A (1,3,2) e é perpendicular ao eixo dos Yy .
3) Determine uma equacgéo do plano mediador do segmento de recta [AB] em que A (2,3,0)
e B (—1,4,2).
4) Indique um vector perpendicular ao plano:
4.1) —x-3y+z2+1=0
4.2) z=0
4.3) X+4y—-5z2=0 e que tenha norma 2\/%.

-1 -2
5) Verifique se a recta de equacéo Xsz—9=3— Z é paralela ao plano de equacéo

2X+y—-3z2—-4=0.

6) Mostre que a recta de equagdo X—2=—-22 A 2X—4=Yy—3 esta contida no plano de
equagdo 3Xx—-y+2z-3=0

7)Sendo a:x-3y+z=1 e ri(x,y,z)=(n,2,0)+k(2,m,n),kel) . Determine nem

de forma que a recta r pertenga ao plano « .



x-1 y+2 z-1

8) Determine o ponto de intersecc¢éo da recta r: > c

com o plano

a2x—y+4z-6=0
9) Justifique que os planos 2x+3y—-z+5=0 e x—y—2z+8=0 sao perpendiculares e
determine a recta de interseccao dos dois planos.
10) Seja a:x+2y—2+8=11 e B:2x+by+cz+d=0. Determine b,ced de modo que
os dois planos sejam paralelos e o plano S passe pelo ponto P(l,l,O).
11) Considere os planos de equacdes:
7:2X—y+3z-1=0 e a:mx—(m-2)y+6z-8m=0, mell
11.1) Determine m de modo que a seja paralelo a = .
11.2) Determine m de modo que a seja perpendicular a r .

11.3) Verifique que para cada valor de m €[l o ponto P(m, m ,m) pertence ao plano « .

12) Considere os pontos A (-1,2,1), B (0,1,1) e C (0,0,2). Determine

12.1) Uma equacgao da recta AB

12.2) O angulo que arecta r:x=2—-y=1-z faz com arecta AB.
12.3) Uma equacéo do plano « , mediador de [AB].
12.4) Uma equacgao do plano £ definido pela recta AB e pelo ponto C.

12.5) Uma equacéo da recta t, que passa em A e é perpendiculara f.
13) Escreva as equacgdes cartesianas das rectas que contém o ponto A(O, 5, —2) etéma
direcgéo dos vectores:
13.1) u(1,2,3)
13.2) v(1,0,3)

13.3) w(-1,0,0)

—_ — X=—-
X 1=y+4=2 Z e s

14) Considere as rectas r: 5 3

y=4
14.1) Indique um vector director e dois pontos de cada uma das rectas.

14.2) Averigte se os pontos A (2,3,5) e B (—1,1,5) pertencem arecta r .

14.3) Escreva as coordenadas de um ponto genérico da recta r em funcdo de k e da
recta s em funcdo de « .
14.4) Determine as coordenadas do ponto da recta r que tem:
14.4.1) Abcissa O 14.4.2) Ordenada — 4 14.4.3) Cota—1
14.5) Determine as coordenadas do ponto da recta S que:

14.5.1) Pertence ao plano xoy.

14.5.2) Intersecta o plano £, sendo este paralelo a zoy e que contém o ponto (3,0,0).
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15) Determine equag0des da recta que:

15.1) Contém os pontos A (3,1,0) e B (7,8,9)

X-1=3y+2

15.2) Contém os pontos A (9,0,4) e é paralela a recta de equag&o { c
.=

15.3) E paralela ao eixo Oz e contém o ponto (0,-1,2).

. : R X :
15.4) E perpendicular a recta T =y= e e passa pela origem.

16) Para cada uma das rectas indique um vector director e um ponto:

16.1) sz_—lzz_—l 16.2) x—3=2y+5=5-8z2
3 3 5
16.3) x—3=y+1Az=2 16.4) y=4A2Xx—-3=4+z

16.5) Xx+y—-z=1A2X+y—-2=3 16.6) 2X—-y—-7z2=-1A—-X+3y+22=0
17) Dada a recta r:(x,y,z)=(2,1,1)+k(1,1,1),kel] e os pontos A (1,1,0) e B (0,0,1),

determine o ponto r equidistante de A e de B.

18) Determine o angulo das rectas res, sendo:

x4l _2-1
18.1) ri(x,y,z)=(0,1,-3)+k(2,0,-3), kel e sy 4 -6
y=4
] ) . y-2 z
18.2) r é a recta que contém os pontos A (1,0,2) e B (-1,3,2) e s.X:T:Z
X_—].:Z_—l x=0
18.3) r: 2 5 S: 1
y=0 Y=
18.4) rix=y=z e si(x,y,z)=(4,2,3)+k(1,1,1),kel]
18.5) r:(x,y,z):(l,2,0)+k(1,—1,«/§),keD e 0 eixo dos Yy .
19) Mostrequeséocoincidentesasrectas:r:x—_lzy—Szz e S:x+3:y—5:z—2
-2 6 -3 -3
20) Averigue qual a posicéo relativa das rectas no espaco:
20.1)XT_1:y:z—3 e X_2:y_+1 Anz=-1
202Xt y-l_ 2z o o x _y-1 z+43
3 2 -1 -6 -4 2
20.3) x—2:y+1:z—5 o X_?’:y—lzz+1
2 4 -5 2 2
X=-1+3t
20.4) s y=-2 ,tell e 2x-3z=7
z=>5t
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21) Sendo A (2,-5,a),B (4,a,—1) e C (a,-5,2) os vértices de um triangulo [ABC].

Determine a de modo que o triangulo seja rectangulo em A.

7

22) Determine uma equacdao vectorial e cartesiana da recta que passa em A (3 1, — 4) ee:

22.1) Paralela a recta de equagéo X+ 3= yT_l = ilz

2
22.2) Perpendicular aos vectores 6(4 ,3,2) e V(l, 2,0)

23) Indique uma equacéo vectorial e as equacdes cartesianas dos trés eixos coordenados.
24) Verifique se os planos 2X+3y—-z2+5=0 e Xx—y—z+8=0 sao perpendiculares e

determine a recta de intersecc¢édo dos dois planos.
25) Resolva cada um dos seguintes sistemas e interprete geometricamente o resultado.

X—-5y=0
25.1) 4 2x-3y+2=0 25.2) X+Y+2=TAX—-Y—-22=9A2X+y—-2=1
5x-4y+3z=0
X+y+z=0 2X+2y+4z2=2
25.3) 4 3x+3y+3z=0 25.4) s x+y+2z=1
-2X+y—-3z=0 3X+3y+6z=3
2X—-y+z=1 X+y+z=1
25.5) <« —6x+3y—-3z=-3 25.6) 1 2X+2y+22=3
x-y=0 3Xx+3y+3z=5

z=3x-1

26) Considere arecta r:
y=—2x+4

26.1) Determine a e b de modo que P (a,2,b) pertenca a recta.

26.2) Determine uma equacao do plano perpendicular a recta r e que passa pelo ponto

em que I intersecta o plano yoz.
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SOLUCOES:

1. Definem.
2.1 2x+5y—-4z-21=0

2.2 2x+3y—-4z-14=0
23 x-y-3z+7=0

24 5+X+z—1=0
2 3

25 x-3y+14=0

26 x-2y+z-5=0
2.7 -3x+2y+2z+3=0
28 4y-3z-1=0
293y-2z=0

210 y=3

3 —-3Xx+y+2z-4=0
4

4.1 (-1,-3;1)

4.2 (0;0;1)

43 24273 8v273 | 104273
' 21 21 21

5 Paralelos

n=7; m=3

9 O produto escalar dos respectivos

7

vectores normais € zero logo os planos

sdo perpendiculares. Intersectam-se na

reta; X=3 —y= z-11
-4 -5
10 B=4; c=-2; d=-6
11
11.1 m=4
112 m= _16
3
12
12.1  (xy.2)= (-1,2;1)+k(1,-1,0) keR
12.2 35,3°
123 x-y=-2
12.4 x+y+z-2=0

12.5
13

131

13.2

13.3
14
14.1

14.2
14.3

14.4

14.4.1

14.4.2
14.4.3
14.5

1451

14.5.2
15

15.1

15.2

15.3

154

16

16.1

16.2

16.3

16.4

tt X+1l=y-2=2z-1

rd=(2;-5-3);(L-4:2);(3;-9;-1)
s: d=(1,0:2); (0:4;-3); (2;4;1)

A ndo pertence e B pertence

P, (1+2k;— 4~ 5k;2 - 3K);

P, (a;4;-3+2a)

ool
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5
" (33
18
18.1 a=0
18.2 a=67,6°
18.3 a=21,8°
18.4 a=0
18,5 a=60°
20

20.1 Na&o complanares

20.2 Nao complanares

34.23
9'09

20.3 Concorrentes em (

oo

)

20.4 Concorrentes
21 a=-3
22

221 (xy,2)= (3;1;—4)+k(1;3;—%) keR;

L, y-1l z+4
X—-3= 3 _1
2

222 (xy,2)=  (3;1,-4)+k(-4;2;5) keR;

Xx-3 y-1 z+4
-4 2 5
23 Eixo das

(2;0;0)+k(L;0;0),keR; y=0Az=0

abcissas: xy,2)=

Eixo das
(0;1,0)+k(0;1,0) keR; x=0Az=0

ordenadas: xy,2)=

Eixo das cotas: (xy,2)=
(0;0;3)+k(0;0;1),keR; x=0Ay =0
24 Os planos séao perpendiculares. Reta de

. . X—=3 z-11
interseccao: —4 =y=

-5
25
25.1 Sistema  possivel indeterminado.
Intersegéo € uma reta: % =y= _i7

determinado.

Intersecdo € um ponto: (%;—15;%?)

25.2 Sistema possivel

25.3 Sistema  possivel indeterminado.
Intersegéo é uma reta: % = % =z
3 3
25.4 Sistema  possivel indeterminado.

Intersecao € o préprio plano
25.5 Sistema possivel indeterminado (dois

plano coincidentes e o 3° intersecta-0s).

~ z-1
Intersecéo é umareta: x =y = —
25.6 Impossivel. Planos estritamente
paralelos
26

26.1 a=leb=2
26.2 x-2y+3z+11=0
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Matematica A - 11°ano

o Programacéao Linear

Problema 1 :
Numa turma h& 30 jovens: 20 raparigas e 10 rapazes.
A turma vai participar num concurso que admite duas modalidades de equipas.
Modalidade A : Equipas de dois elementos, um de cada sexo.
Prémio de participagao : 50 €.
Modalidade B : Equipas de quatro elementos, trés raparigas e um rapaz.
Prémio de participagao : 60 €.
Como devem ser constituidas as equipas para a turma receber o valor maximo em prémios de

participacdo, sabendo que cada um dos alunos néo pode participar em mais do que uma equipa?

Problema 2 :

A companhia Madeira, Lda., fabrica dois tipos de méveis: mesas e cadeiras.

Uma mesa vende-se por 27 € e usa 10 € de materiais.

As cadeiras vendem-se por 21 € e cada uma requer 9 € de materiais.

Cada mesa construida aumenta os custos variaveis de trabalho e as despesas gerais em 14 €;
cada cadeira produzida aumenta estes custos em 10 €.

A construcdo de mesas e cadeiras requer dois tipos de trabalho especializado: carpintaria e
acabamentos.

A producdo de uma mesa requer 2 horas de acabamentos e 1 hora de carpintaria; uma cadeira
requer 1 hora de acabamentos e 1 hora de carpintaria.

Em cada semana de trabalho, a empresa Madeira, Lda. pode obter todas as matérias-primas que
forem necessarias, mas tem disponiveis apenas 100 horas de mao de obra para acabamentos e,
80 horas de méo de obra de carpintaria.

A procura de cadeiras é ilimitada, mas a venda de mesas € de, no maximo 40 unidades por
semana.

O que é que a empresa deve fazer para maximizar o lucro semanal?

Problema 3:
Uma empresa fabrica dois tipos de mesas: tipo J para sala de jantar e tipo C para cozinha.
Utiliza 3 maquinas:
e Uma serra mecanica —s
e Uma rebarbadora—r
e Uma prensa—p
As condi¢cBes para a cadeia de producao sao as seguintes: o fabrico de uma mesa J gasta 1 hora

de trabalho com a serra, 1 hora com a rebarbadora e 3 horas com a prensa; enquanto que para



fabricar uma mesa do tipo C é preciso 1 hora de serra, 2 horas de rebarbadora e 1 hora de
prensa. E sabe-se que, no periodo interessante de producdo, as maquinas vao estar disponiveis
para o fabrico das mesas exactamente 60 horas de serra, 90 horas de rebarbadora e 150 horas
de prensa.

Sabendo que cada mesa J se pode vender a 200 € e que cada mesa do tipo C a 100 €, interessa

determinar o que deve ser produzido para tirar o maximo beneficio deste tipo de mesas.

Problema 4:

Uma fébrica de confec¢Bes produz dois tipos de fatos: modelo A e modelo B. O modelo A leva 3
horas no fabrico e 1 hora nos acabamentos. O modelo B leva 2 horas no fabrico e 2 horas nos
acabamentos.

Para o fabrico, a empresa dispde no maximo de 480 horas por dia e para o acabamento 300 horas
diarias.

Sabe-se ainda que o lucro resultante de produzir um fato modelo A é de 30 euros e o lucro de
produzir um fato do modelo B é de 50 euros.

Quantos fatos de cada modelo deve produzir por dia para obter um lucro maximo? Qual € o lucro

maximo diario?

Problema 5:

Uma fabrica de bombons produz dois tipos de caixa: a de tipo A que contém 1 kg de chocolate e
2kg de avelds; a de tipo B que contém 1,5 kg de chocolate e 1,5 kg de avelas.

Sabe-se que dispbe de 150 kg de chocolate e 225 kg de avelds e que o preco de cada caixa do
tipo A é 60 euros e de cada caixa do tipo B é 70 euros.

Quantas caixas de cada tipo deve fabricar, de forma que a receita da sua venda seja maxima?

Problema 6:

Um intermediario vai ao Ribatejo comprar melées e melancias para vender em pequenas lojas
espalhadas pelo Norte.

Cada caixa de melbes custa 50 euros e cada caixa de melancias custa 30 euros.

O comerciante dispbe de 600 euros para investir e apenas tem espaco na carrinha para 14 caixas.
Quantas caixas deve comprar de cada tipo para obter o lucro maximo, sabendo que ganha, em
cada caixa, 20% do preco do custo?

Problema 7:

Uma companhia de teatro necessita de comprar para o seu guarda-roupa, no minimo 15 lengos e
27 fitas de cabelo.

No mercado encontram-se dois tipos de caixas: as do tipo A que contém 1 lenco e 5 fitas de
cabelo e custam 10 euros; as do B que contém 5 lencos e uma fita de cabelo e custam 30 euros.

Qual é a despesa minima que podem fazer?
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Problema 8:

Um comboio de mercadorias pode comportar, no maximo, 20 carruagens. Numa certa viagem
transporta madeiras e blocos de granito.

Os blocos de pedra devem ocupar pelo menos 9 carruagens e a madeira ocupara, pelo menos,
um numero de carruagens igual a um tergco do nimero de carruagens ocupadas com os blocos de
pedra.

Sabendo que cada carruagem carregada de pedra rende a companhia 2500 euros e cada
carruagem carregada de madeira rende 1500 euros, calcule como devem ser distribuidas as

carruagens de maneira a que a companhia obtenha o lucro maximo.

Problema 9:

No mercado estdo disponiveis dois medicamentos:

Medicamento A em que uma unidade custa 5 euros e é formada por 1 unidade de fibras, 1
unidade de proteinas e 3 unidades de vitaminas.

Medicamento B em que uma unidade custa 8 euros e é formada, respectivamente, por 4, 1 e 1
unidades das referidas componentes.

Um doente necessita, por dia, no minimo de 7 unidades de fibras, 4 unidades de proteinas e 8
unidades de vitaminas.

Nestas condi¢Bes, determine quantas unidades de cada um dos medicamentos devem ser

utilizadas de modo a minimizar o custo do tratamento.

Problema 10:

O Rui esta a planear as suas férias do proximo Verao. Quer passar uns dias na praia e outros na
serra do Gerés.

Na serra ndo quer estar mais do que seis dias e o numero de dias na praia ndo deve ser inferior
ao tempo de estadia no Gereés.

Como qualquer jovem, esta condicionado pela sua fraca capacidade economica: dispde apenas
de 80 euros para dormidas e sabe que, na praia, vai ficar num albergue para jovens que cobra 8
euros por noite, enquanto, no Gerés, cada dormida no parque de campismo s6 custa 4 euros.
Entretanto estabeleceu que quer estar fora, no minimo, 8 dias.

Qual o numero maximo de dias que o Rui pode sair e como se distribuem entre a praia e a serra?

Problema 11.:

Para um desfile de Carnaval, uma turma do 11° ano conseguiu que uma fabrica Ihe
disponibilizasse 16 metros de tecido com bolas, 11 metros de tule e 15 metros de cetim.

Uma modista propds-lhes a confecgéo de dois tipos de fatos que vamos chamar A e B.

Um fato do tipo A gasta 2 metros de tecido com bolas, um metro de tule e um metro de cetim.

Um fato do tipo B gasta 1 metro de tecido com bolas, 2 metros de tule e 3 metros de cetim.

Qual o numero maximo de fatos que podem ser confeccionados? E quantos séo do tipo A?

COLEGIO DA RAINHA SANTA ISABEL, COIMBRA



SOLUCOES:

1. 5 equipas na modalidade A e 5 equipas na modalidade B.

2. 20 mesas e 60 cadeiras.

3. 45 mesas do tipo J e 15 mesas do tipo C.

4. 90 fatos do modelo A e 105 do modelo B. 7950 euros.

5. 75 caixas do tipo A e 50 do tipo B.

6. A solugdo 6ptima é multipla, portanto deve comprar, por exemplo, 9 caixas de
meldes e 5 caixas de melancias.

7. 110 euros.

8. 15 carruagens devem levar pedra e 5 carruagens devem levar madeira.
9. 3 unidades de A e 1 unidade de B.

10. 13 dias, 7 na praia e 6 na serra.

11. 9 fatos, 7 do tipo A.
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Matematica A - 11°ano

o Reviséo de Funcgbes

Problema 1 :
Num laborat6rio, foi colocado um purificador de ar.
Num determinado dia, o purificador foi ligado as zero horas e desligado algum tempo depois.
Ao longo desse dia, o0 nivel de polui¢cdo do ar diminuiu, enquanto o purificador esteve ligado.
Uma vez desligado, o nivel de poluicdo do ar comecou de imediato a aumentar.
Admite que o nivel de poluicdo do ar no laboratério, medido em mg/l de ar, as t horas desse dia,
pode ser dado por
P(t) = 0,002t> -0,05t+1, te|0,24]
Utiliza a calculadora para responder as questdes que se seguem.
a) Qual o nivel de poluigédo as duas horas e trinta minutos da tarde?
b) Quanto tempo esteve o purificador ligado? Apresenta o resultado em horas e minutos
(minutos arredondados as unidades)
c) Para a realizagdo de duas experiéncias A e B é exigido que o nivel de poluicdo do ar seja
inferior a 0,7 mg/l de ar.
O tempo necessario a realizacao das experiéncias A e B €, respectivamente, seis horas e
quatro horas e trinta minutos. E possivel realizar estas experiéncias?
Utiliza a calculadora para investigar esta questdo. Numa pequena composicdo, explica as
conclusbes a que chegaste, justificando-as devidamente. Inclui, na tua resposta, 0s
elementos recolhidos na utilizacdo da calculadora: graficos e coordenadas de alguns
pontos (coordenadas arredondadas as décimas).

Problema 2 :
Numa escola, em 1994, um grupo de alunos sensibilizados para os problemas ambientais
aproveitou o Dia Mundial do Ambiente, 5 de Junho, e constituiu um Clube do Ambiente. O nimero

de elementos do clube foi variando e ajusta-se ao seguinte modelo matematico:
N(t) = —t* + 5t + 22t + 16
t — nimero de elementos decorridos apés a fundacao do clube.

Estuda o modelo matemético apresentado, recorrendo a representacao grafica, e responde:
(Nota: Todas as respostas baseadas em procedimentos graficos, devem ser acompanhados de um ou mais
gréaficos que suportem os raciocinios)

a) Quantos elementos fundaram o clube?
b) Em que ano foi (ou é) extinto o clube, por falta de elementos participantes?

¢) Em que ano o clube teve mais participantes?
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Matematica 11°ano

e Operacdes com fungdes

SN2
/NI

e As operacbes com funcBes podem ser sintetizadas no seguinte quadro:

Notacédo Dominio Funcao definida por
Produto por um
] o.f Dy (o.N(X) = o.f(X)
namero real o
Soma f+g Dr N Dy (f+g)(x) =1f(x) + g(x)
Diferenca f—g Ds N Dy (f—9)(x) = f(x) — 9(x)
Produto fxg Ds N Dy (fx g)(X) = f(X) x g(x)
_ f Dr m Dg M {x: g(x)=0} f f(x)
Quociente - —|(x)=—~
9 Df N Dy \ {x: g(x)=0} g g(x)

e Sejam as fungbesf: A - B e g:C — E. A funcdo composta de f e g, designada por fog

(Ié-se f apos g) é a funcéo definida do seguinte modo:

— O dominiode fog é D= {x:XeDg/\g(x)e Df}

— Tem por conjunto de chegada o de f.

— Para cada xeD, fog(x)=f(g(x)).

e A composicao de fun¢des é associativa, mas ndo é comutativa.

Se fog= gof asfuncdes dizem-se permutéaveis.

Exercicios

1. Considera as funcdes reais de variavel real tais que:
fx) = x>’+5 e g(x):;
2x -1
1.1. Averigua se f é par.
1.2. Indica Dy, Dy € Dy.yq.

1.3. Caracteriza as funcgoes:

1.31.f+g
1.3.2.f-g
2. Sejam h e j as fungdes reais de variavel real tal que:
5 . x* -9
h(x) = — e i) =

X X+ 2



2.1. Averigua se h é impar.

2.2. Caracteriza as funcoes:

2.2.1. hxj 2.2.2. h—

J
3. As funcbes i e j sdo reais de variavel real definidas pelas seguintes expressoes:

2x°— 6 .
e X) =
x—1 ) x?—1

i) =

3.1. Caracteriza afuncao i +j.

3.2. Determina sob a forma de intervalos o conjunto solucéo de (i +j)(x) < 0.

1 , .
4. Dadas as fungdes: m(x) =2X -4 e p(x)= —3 reais de variavel real.

4.1. Caracteriza m —p.
4.2. Determina os zeros da fungdo m —p.
4.3. Escreve, recorrendo a intervalos de niumeros reais, 0 conjunto de valores de x para 0s
guais m — p nao é negativa.
5. Sejam f e g as fungoes:

x*-1 se x>0 3x se x>0
f(x) = e g(x) =
X se x<0 8x+1 se x<0

5.1. Determina:
5.1.1. os zeros de g.

5.1.2. o intervalo de nimeros reais onde f(x)< 0.

. f
5.2. Caracteriza a fungdo —.

6. Sao dadas as funcdes reais de variavel real

f(x) = -1 + 2cos > x g(x) = ——X h(x) = tg % x
1+x
6.1. Determina o contradominio de f.
6.2. Representa em extensdo o conjunto A ={x: xe[-x, ] A f(x) =0}
6.3. Determina o dominio de g o f.
6.4. Mostra que (g o f)(x) =h(x), VxeDgo+.
7. Considera as funcdes reais de variavel real
2
m(x) = —— e p(x) =1 —2x
X+2

7.1.Calcula (mop)(1) e (pom)(0).
7.2. Caracteriza as funcdes (m o p) e (p o m).

8. Sendo f e g duas fungdes reais de variavel real definidas por
f(x) = Vx—4 e g(x) = 3+ x?
8.1. Determina o dominio das funcdes f e g.

8.2. Mostra que fo g tem dois zeros e que g, f ndo tem zeros.
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9. Na figura estéo representadas graficamente duas funcbes: f e g.

. : f
Qual dos seguintes graficos podera ser o da funcao — ?

(A)
A
y i
——————————————— J:..——-.————
ANO 2 x
|
(€)

o

N

(8)

(D)

10. Na figura estéo representadas graficamente as fungcbes s e t. Qual das afirmagfes seguintes

é verdadeira?

(A) Afungdo t n&o tem zeros.

(B) 2 é um zero da fungéo s.

(C) 5¢é um zero da fungéo %

(D) 3 é um zero da fungédo s —t.

11. Seja f a funcao real de variavel real, definida graficamente por:

A representacdo grafica da funcéo definida por f(x+1) é:

A

y A

(B)
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12. Sejam as funcdes f e g, de dominio [J , representadas graficamente por:

A representacdo graficade fx g é:

(A) (B) (©) (D)

13. Na figura estdo representadas partes dos graficos de duas fungdes polinomiais, g e h,
g\f\

Y
h

Qual das expressdes seguintes pode definir uma fungdo f , de dominio [] , talque fxg=h.

ambas de dominio [ .

A

(A) x-1 (B) —x+1 (C) x+1 (D) —x-1

14. Sejam as fungbes f e g, de dominio [l , representadas graficamente por:

123\x7

y=f09

O gréfico da fungéo (f + g) é:
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y
AN/
4 2 P 2\/4 g
2 '
Figura 1

(D)

o
N —

Figura 2

Qual dos gréficos seguintes pode ser o gréafico da fungdo composta gof :

(A)

A

(€
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SOLUCOES:

1.1. Sim 1.2.D;=0 ; Dg=Dyg=1L \{%}
1 1
1.3.1.f+g:D\§—>D 1.3.2.f—g:D\E—>D
2x3 —x* +10x -4 2x3 —x? +10x—6
X o
2x-1 2x-1
2.1. Sim
221 hxj:0 \{-2, 0> [ 2.2.2. h— :0\{-3,-2,0,3} > [
J
5x? — 45 5x +10
X 2 X —> 3
X°+2X X° —9x
3.1. i+j:0\{-1,1}> 10 3.2. ], —1[
y 2X° +4X+6
X+1

41. m-p:0 \{3}> [
2x? —10x+11
_) e —

X
X—3
4.2, xzﬂ vV X= 5+\/§ 4.3. ﬂ;B U 5+\/5;-1-00
2 2 2 2
1
5.1.1.x=0 e x= -3 5.1.2. 1, 1]
52. 1.0 \{—1,0}—>D
g 8
2_
X1 se x>0
X —> 3x
X 1
se X<0 A XxXz#—=
8x+1 8
6.1. [-1, 1] 62 A=l-3,_ZZ3,
4 4 4 4
6.3. Dgf = [ \{§+k7z} kel 71. Mop) () =2 e (pom)(0)=-1
3
7.2.mgyp: U \{E}_)D pom: [ \{-2}— [J
2 X—2
—> X _ —
3-2X X+ 2

8.1. Di=[4, +oo[; Dy =[]
8.2. Zerosde f,g {-1,1}; 1¢Dg.f

9. (A) 10. (D) 11. (B) 12. (B) 13. (C) 14. (C) 15. (C)
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Matematica 11°ano

Ficha de Trabalho § )'

e Operacdes com fungdes

2X—2

1) Considere as fungdes h e j tais que h(x)= j(x)=x2

1.1) Calcule:
1.1.1) (h xj)(-2)

1.1.2) [ﬂ] (3)

J
1.2) Determine o dominio de:
1.21) h—j

j
1.2.2) =
)5

X

2) Considere a fungdo f talque f(x)=1 1 e a funcdo g de dominio IR que
2

se encontra representada graficamente por

Calcule:
2.1) (f+g)(-1)

22)(%}(2)

za(éjm)

2x+1 se x21

3) Considere as funcdes f e g definidas por f(x)= 3 w1 © a(x)=|x-1|.

Caracterize, sem utilizar o simbolo de modulo, as fungdes:
31 f+g

3.2) fxg

3.3) L
g



4) Duas fungbes f e g de dominio IR estdo representadas graficamente no referencial da figura.

4.1) Determine o dominio das fungdes:
4.1.1) fxg

212) L
9

4.1.3) %

4.2) Indigue o conjunto solucdo da condicao:
4.2.1) f(x)<g(x)

4.2.2) (f-g)(x)=0

5) Considere a fungéo g tal que g(x):l e afuncdo f representada graficamente na figura
X

seguinte:

Calcule: P
5.1) g[f(2)] |

/-4 2 0 2. X
a4

5.3) f[-f(2)]
5.4) f[g(001)]

6) Considere as fungdes f e g representadas graficamente por uma

recta e uma hipérbole, respectivamente.

6.1) Com base nos dados da figura, indique, caso exista, o valor de:
6.1.1) (fog)( gj

6.1.2) (gof)(4)
6.1.3) (fog)(2)
6.1.4) (gof)(2)

6.2) Determine os valores de x que satisfazem as condicoes:
6.2.1) (fog)(x)=8
6.2.2) (fog)(x)(2
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7) Considere a funcdo f definida por f (x ): x?+1 eafuncdo g cujarepresentacéo gréfica é:
Calcule:
7.1) (gof)(1)
7.2) (fog)(5)
7.3) (gog)(2)
7.4) g[-f(-1)]

8. Considera as funcdes reais de variavel real tais que:

1
2x -1

fx)= x?’+5 e g(x=

8.1. Averigua se f € par.
8.2. Indica Dy, Dy € Dyyg.
8.3. Caracteriza as fungodes:
831.f+g
832 f-g

9. Sejam h e j as fung®es reais de variavel real tal que:

5 . x2 -9
h(x) = — e jx) =
X X+ 2

9.1. Averigua se h é impar.
9.2. Caracteriza as fungoes:
9.2.1.hxj

9.2.2. h—

J

10. As funcdes i e | sdo reais de variavel real definidas pelas seguintes expressoes:

2x* -6 o i) = 8x
x-1 x?-1

i(x) =

10.1. Caracteriza a fungéo i+ j.

10.2. Determina sob a forma de intervalos o conjunto solugéo de (i +j)(x) <O.

11. Dadas as fungdes: m(X)=2x -4 e p(x)= % reais de variavel real.
X_

11.1. Caracteriza m — p.
11.2. Determina os zeros da funcdo m — p.
11.3. Escreve, recorrendo a intervalos de numeros reais, 0 conjunto de valores de x para 0s

guais m — p ndo é negativa.
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12. Sejam f e g as fungdes:

x?-1 se x>0 3x se x>0
f(x) = e g(x) =
X se x<0 8x+1 se x<O0

12.1. Determina:
12.1.1. os zeros de g.

12.1.2. o intervalo de numeros reais onde f(x)< 0.

12.2. Caracteriza a funcao i

13. S&o dadas as funcdes reais de variavel real

f(x) = -1 + 2cos > x g(x) = 1=x h(x) = tg * x
1+x
13.1. Determina o contradominio de f.
13.2. Representa em extensdo o conjunto A = {x: xe[-xn, n] A f(X) =0}
13.3. Determina o dominio de g , f.

13.4. Mostra que (g , f)(x) = h(X) , ¥YxeDgo+.

14. Considera as fungdes reais de variavel real

2
X+2

14.1. Calcula (m,p) (1) e (pom)(0).
14.2. Caracteriza as fungbes (m,p) e (p o, m).

m(x) =

e p(x) =1 -2x

15. Sendo f e g duas funcdes reais de variavel real definidas por
f(x) = Vx-4 e gx) =3+ x°
15.1. Determina o dominio das funcdes f e g.

15.2. Mostra que f , g tem dois zeros e que g, f nédo tem zeros.
16. Na figura estéo representadas graficamente as funcdes s e t.

Qual das afirmacdes seguintes € verdadeira? !
(A) Afuncdo t ndo tem zeros.
(B) 2 é um zero dafuncao s.

(C) 5 € um zero da fungéo ?

(D) 3 & um zero da funcdo s —t. 7
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17. Na figura estéo representadas graficamente duas fungdes: f e g.

/_1

A
Y

Qual dos seguintes graficos podera ser o da fungéo é?

fommm—————

(A)
y
___________
AN

(C)

N

\

)

(D)

18. Seja f afuncao real de variavel real, definida graficamente por:

A representacgdo gréfica da fungéo definida por f(x+1) é:

GV
7

(B)
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19. Sejam as funcdes f e g, de dominio IR, representadas graficamente por:

A representacgéo gréaficade f x g é:

®) © ()
y y A Y
i |
3 x> -

-6

W -201\}3 ¥ RLVEE

20. Sejam as fungbes f e g, de dominio IR, representadas graficamente por:

(A
-2

— TN .

123\x'

y=i09

O grafico da funcéo (f + g) é:
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21. Na figura estéo representadas partes dos gréaficos de duas fun¢des polinomiais, g e h, ambas

de dominio IR.

A
Y

Qual das expressodes seguintes pode definir uma funcéo f, de dominio IR, tal que f x g =h.
(A)x-1 B)—x+1 C)x+1 (D)x-1

22. As figuras 1 e 2 séo graficos de fungbes f, g : IR — IR, respectivamente.

4 2 2 1 - ' >
-1 \/ X 0] 1 X
-2

Figura 2

Figura 1

Qual dos gréficos seguintes pode ser o gréafico da fungdo composta gof :

(A) y (B) y

A . .

(o) vl (D) y
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Solucdes:

1.1.1) 4 1.1.2) %7
1.2.1) IR\{0} 1.2.2) IR\{0,1}

5 1
2.1) 2 222)4 2.3)-=

) 5 ) -3

3 X se x2>1

31 f+g:IR IR tal que (f+ X)=1< _x?

) f+9:IR — que (f+g)(x) X +21x+2 se x(1

X_

2
32) fxg:IR - IR talque(fxg)(x)z{zx -x-1 se x=z1

-3 se x(1
2x+1 se x)1
f f x-1
33) —: R\{1} > IR talque (-J(x): 3
9 9 -2 se x(1
(x-1)2
4.1.1) R 4.1.2) R\{4} 4.1.3) R\{0, 4}
421)[-2,4] 422){-2,4}
5.1) % 5.2) 3 5.3)0 5.4) 4
6.1.1) -2 6.2.1) x=4 6.1.2) 2 6.2.2) XE} g 2[
6.1.3) N&o existe 6.1.4)0
7.1)0 7.2) 10 7.3)2 7.4) -4
8.1. Sim 82.D;=IR ; Dy=Dny=IR \{%}
1 1
8.3.1. f+g: IR\{E}—HR 8.3.2. f-g: IR\{E}—HR
2x3 —x? +10x — 4 2x3 —x? +10x -6
X = X =
2x -1 2x -1
9.1. Sim
h
9.2.1. hxj:IR\{-2, 0}> IR 9.2.2. — :IR\{-3,-2,0,3} > IR
J
5x? — 45 5x +10
— X = —
X° +2X X7 —9x
10.1.i+j:IR\{-1, 1} IR
2x% +4x + 6
X+1
10.2. ]-o, —1[
111. m-p:IR\{3}> IR
2x%? —10x +11
X—-3
112, x=57Y3 |, = 5+V8 11.3. ﬂ;3 U 5+\/§;+oo
2 2 2 2
1
12.1.1.x=0 e x= _§ 12.1.2.]-©, 1]
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12.2. 3 :IR\{—E,O}—HR
g 8

X~ se x>0
x - 3X
X 1
se X<O0AX#E—=
8x+1 8
13.1. [~1, 1] 13.2. A= {—En,—ﬁ,ﬂﬁn}
4 4 4 4
13.3. Dgof = IR\ {g+kn} ,kelR
14.1. m,p) (1) =2 e (pom)(0)=-1
142.n10p:IR\{g}—+IR pom:IR{-2}-> IR
2 X-2
X — X —>
3-2X X+ 2
15.1. Di=[4, +o[ ; Dy =1IR 15.2. Zeros de f,g {-1, 1}; 1eDg,f
16. (D) 17. (A) 18. (B) 19. (B) 20. (C) 21. (C) 22.(C)
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Matematica 11°ano

e Equacdes e inequacdes racionais. Problemas

1) Simplifique cada uma das fraccdes e indique o conjunto em que a simplificacéo é valida:

x?2 x?—4 3x? X—2
a) > b) > c) 5 d) 5
X+ X X —2X 5x X =2
g)x2—6x+9 h)x2—6x+5 i)(3x—2)2—-(3x—2)
x% —3x 25 — x? 3x?-3x
) x2-4 2x3— x?24x-2 n)x5—1
x}—4x%+x+6 2X°+x-3 x*—1

2) Efectue as operacgdes e simplifique os resultados:

1 1 3 5 1 3X
a) —+——+—; b) + +—
X X—=2 X°=X 1-x 2x-2 x°-1
x2—=3x 1 2 X+2 Xx=2
3 5 — + e) 5 X ——
X°+X“-12x x+4 x-3 X -4 X
X*—X—6 3 x=1Y ([ 2x Y
2 727012 AN IS b
9 1-x ( XJ )(3—Xj (x—l)
X+1 X2—4
i) (x=1 +x-1 |
b ( )[x2—1 J )x3—4x2+x+6

3) Resolva, em IR, as equacoes:

x—3)(x+1 2_
o 3D oy X 8XHT
X—3 x—1

d) 3+_X:5 e) izz
2—X X+2
x—1 6 X X X
—=x-1 h + =

g)x+1 )x2—9 3-X  x+3

4) Resolva, em IR, as seguintes inequacdes:

) X3 43 by XL 2 0) 1+1(2x
X—2 X—2 X+3 X
X*+5Xx+6 1 x> -4
—_ f) = )x 0
X*+6x+9 ) x> g)x2+9x<

1—x* x3—x
e f
) x% -1 ) 1-x*
j)2x3+9x2+x—12
x2-1
x®—x?2
x4+ x3+x2

X+3 x-2 9
+ +

c)

x—3 3-x x°-9
f)5x+10;3x+6
x2-1  x+1
) 3x2;x2—x
x—3 9-x?
1 1 x-1
m) —+—+——
Xx—-3 X 3X
c)—§—=0
x-1
f) i_zz_
X—3
.1 1-2x X
i) —+ =
3 6-3x x°-4
2 —
d)X +X 6<O
x-1
3
hy —«(0
)X_2<



-5 X% +2 x2+5 —x2-3
m

i 0 ' <0 I 0 0

)7x—6> ) 1-x )2—3x< ) 1-x <
x—25)° x2-9 x—1)° x—3)°

n)(z—)>0 0) ——5=2 p) ( )3<0 a) (2 ) (0
x?+25 (x-5) (x—2) x*(1-x)
X+2)(x-3 S_

r wso S) X XSO t) ! 2+i+120

X+5 3x+1 X—x° x-1 3

5) Resolva, em IR, as seguintes equacoes:

a) x“—gxz—gzo b) x*—-13x%+36=0 c) x*—15x%2-16=0
_y?2 4 2 _y4

d) x*+29%%+100=0 e) (x—2)* =16 pAXl XX _Ax
6 4 3

6) Determine o conjunto solucéo das seguintes inequacodes:

_ 2_ x-1)’

a) >0 by 2X=253 o X AXH3 d) %(0
2X+3 X—4 X +3X (x—2)
x?-1 -(2x-1)° 5-X ., X+5

e - X fy ——<0 1+ —)——

) ) ) x?.(1-x) 9 x—2>x+2

7) A evolucéo do preco de determinado produto é previsto pela fungéo P(t)zw em que

+

P é o preco em euros e t o tempo em meses.

a) Qual o preco inicial do produto?

b) Qual o preco ao fim de 2 anos?

c) Havera uma altura em que o preco seja aproximadamente 520 euros?

d) Interprete no contexto do problema a assimptota horizontal do gréafico da fungao.

8. Numa cozinha, um forno eléctrico estava a funcionar a uma temperatura constante quando
houve um corte de energia eléctrica. A partir do instante t=0, momento da falha de energia, a

150t + 250
()=

temperatura do forno evoluiu de acordo com o seguinte modelo matematico: T 5trl
+

T em graus Celsius e t em horas.

a) Determina a temperatura a que o forno estava a funcionar quando houve a falha de energia
eléctrica.

b) Com o decorrer do tempo a temperatura do forno aproximou-se da temperatura ambiente.
Determina o valor da temperatura ambiente e fundamenta o teu raciocinio.

c) A pessoa responsavel por vigiar o forno apenas se apercebeu da falta de energia eléctrica

guando a temperatura do forno era 75°C.
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Determina recorrendo as capacidades gréficas da calculadora, o tempo que decorreu entre a falha
de energia e o instante em que a mesma foi detectada. Explica como procedeste e apresenta o
resultado em minutos, arredondado as unidades.

d) Admite que, no momento em que houve falha de energia, é introduzido no forno um prato que
necessita no minimo de 20 minutos a uma temperatura nao inferior a 100° C.

Utiliza a calculadora para investigar se foi possivel confeccionar o prato.

Numa pequena composic¢ao, explicita a conclusdo a que chegaste, justificando-a.

9. O rio “ Fonte limpa”, principal pdlo turistico e fonte de desenvolvimento econémico da cidade “
Verde”, este ano, tornou-se a principal causa de preocupac¢édo da populacao ribeirinha devido a
subida do nivel das aguas.

A Proteccao Civil estd atenta e iniciou 0 acompanhamento da situacdo, munida do seguinte

modelo matematico:

H(t)= Stt +34 , H emmetros e t em horas.
+

Este modelo permite calcular a subida do nivel das aguas em relacdo ao nivel médio, t horas
apoés o inicio do acompanhamento. A Proteccdo Civil,na cidade “ Verde”, da inicio ao
acompanhamento destas situacdes a partir do momento em que o nivel das aguas atinja 1,2
metros acima do nivel médio e deve evacuar a populacao ribeirinha quando o nivel das aguas
atingir 3 m acima do nivel médio.

a) A subida do nivel das aguas foi maior durante a primeira ou segunda hora de acompanhamento
da situacéo pela Proteccéo Civil? Justifica.

b) Recorrendo exclusivamente a processos analiticos, resolve a inequagéao H(t) <25.

c¢) Numa composicdo matematica, refere o0 momento em que a Protecgdo Civil iniciou o

acompanhamento e se houve necessidade de evacuar a populacéo ribeirinha.

Solucdes:
X X+2 3
.a) — IR\ -1 ;IR\ {0;2 —R
la) \ {~10} b) \{0;2} c) ~E \ {0}
g 2 r\EVZNZ) ) 1oxBR\ (1) ) — R\ {11}
X ++/2 1+ x?
9 X=3:r\ {03} n LR\ {55) ) ZX22R 0\ o
X + X
i) M-R \{_]_-1} 1) X—+2-|R \{_]_-2-3} m) M-R \{_E-l}
x+1 (x-3)x+1)’ ' 2x+3 ' 2’
x* +x34+x% +x+1, . _
n) 1 IR\ {11} 0) x-1IR \ {0}
2
2.a) % para x #0 ,x=lex#=2 b) ;if:; para x=1, x=—1
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c) oX +gH ;parax e IR\ {~3;3} d) L;para x € R\ {403}

-9 x-3
e) %;paraXEIR\{—Z;O;Z} f) ?’(XLJrl);paraXGIR\{—Z;—J;l}
9 xijfx;parax elR \ {0713} h) %;pam x elR \ {13}
i) %;pam x eR \ {~3,0:13} j) x? —2x+2parax e IR\ {11}

X+2 1o 4x-10 .
) o gParaxeR\{-123] m) 5 5 iparax <R\ {013]
3. a) x=—1 b) x=7 0) S=@ d) x=" &) x=— >

6 2
f) x=—1v x:g g) x=0v x=1 h) x=0 i) S=J
4.a) |-o,2[ U4+ b) oo, —5[U]-3,+] c) }—%,O[U]l,—koo[
d) J-o0,—3[U]JL,2[ e) J-o0,—3[U]-2,+00] f) J-oo,— U0
9) |-9.-2[u]0,2] h) J-o0,+2[ i) }—oo,g[
i) 1,400 1) E,Jroo[ m) -0, n) IR\ {25}
0) ]—oo,—3]u[3,+oo[\{5} 9)] ]—oo,].[u]l,Z[ q) ]—00,3[\{0,1}
) Too,—5[[~2.3] 9 [—l,—%[u[o,l] ) Jooo,~3] U104 UL +oo]
5.a) {~3,3] b) {~3,-2,2,3} c) {-4,4) d) S=&
e) {0,4} f) {-2,-1,1,2}
6. a) }—g,-%oo[ b) ]4,+o[ c) ]—3,0[u[$,+oo[ d) J..2[
e) }—E,O{u}ﬁ&o{ f) [11{ 0) ]-4.-2[0]2.4
2 2 2

7.a) 800 € b) 608 € c¢) Nao, pois y=600 é A.H
8. a) 250° C b) 25° C ¢) 35 minutos d) Sim
9. a) 12 hora

b) te[O,?]. Durante as 7 primeiras horas de acompanhamento, da situacdo por parte da

Protecgdo Civil, a subida do nivel das aguas, em relacdo ao nivel médio, ndo foi superior a 2,5
metros.

c¢) O inicio do acompanhamento deu-se quando H=1,3m.
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N&o foi necessario evacuar a populacao.
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Matematica 11°ano

Ficha de Trabalho

e Limites e continuidade

1) Considere, em R, as fungdes g ek r.v.r., dadas pelos seguintes grdficos :

z YT ke

i
!
l -_

/i
!
[

y
¥

it

o

/

.
\ 3l 2 1 g i %
y R B x" [ 2 0 2 X7
e |
\ ' — e P
. / i /

emranspneina !

Observe os grdficos e indique :
11) lim g(x)=

13) ]imz_g(x) =

15) lim g(x)=

17) lim g(x)=

x> -

19) HIPZ_k(x):
111) Lim k(x)=

x—>2"

113) lim k(x)=
115) lLim k(x)=

x—>-—®

—_

12) lim g(x)=
14) ,El_nyg(x) =
16) xﬁ_l)lll_g(x) =
1-8)x _lélfrlw g(x)=
1.10) x_l-)il}lz*k(x):
112) fim k(x)=
114) lim k(x)=
116) lim k(x)=

X —>+®

2) Considere a fungdo f, r.v.r., cujo grdfico é o seguinte :

v}

A Tps L

USEE meas et ) o ¢

-5 -2 1 3 56 X
-1-_--.

2.1) Indique o dominio da fungdo.

2.2) Indique os pontos de descontinuidade da fungdo.



3) Considere a fungdo A, r.v.r., cujo gréfico € o seguinte :

h: i

e

3.1) Por observagdo do grdfico, indique :

3.11) lim h(x)= 312) lim_h(x)=
3.13) lim h(x)= 3.14) lim h(x)=

3.2) Indique, justificando, os pontos onde a fungdo /ndo € continua.

4) Considere a fungdo #(x) , definida em ]— ©,6 ] Observe o esbogo do grdfico.

4.1) Indique :
4.11) lm 7(x)= 4.12) lim #(x)=
413) lim #(x)= 414) lim 1(x)=
4.15) lim #(x)= 4.16) lim ¢(x)=

4.2) Diga para que valores do dominio a funcdo 7, tem limite.

5) Na figura estd representado o esbogo

- y‘l
o 7 : i
do gréfico de uma fungdo j, real de ; /}i
varidvel real. 1 i Eeae
s . v py / I : ; 1 ---;’q \
Indique, justificando, os valores de x L il R Rl
. ~ ’ s 1 0 Il 2 X S S
para os quais a fungdo € descontinua . // :/' \ . e
e / |
ST 51 \6
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6) Observe os graficos das seis fungdes reais de varidvel real :

i
)

[ )‘4 g e
’?\—2 2""/\ \\?
-’/: 22 2 1r
/ 1 \-/’ °4 1 BT DN A
10 R 1} TR e V. o] 1 x
I e TR g R
21{ - 1--—-/ : Lo
% V0%
o e :\ 1""; 7""‘ 14 :
& A S by s LI S ~
o &~ x 0 /§ " 1 Jod 2 34 i
X e

6.1) Quais as fungdes que sdo continuas no seu dominio.
6.2) Indique, justificando, os valores de x onde cada uma das fung¢des

ndo € continua.

7) Observe os graficos e as condigdes dadas.

I) W oD & . v/
Foyg X\ fi oo
e W -

= 1 % 0 :2; xt 0/ ? :
0 2 X '/ /
|
i
4 R W, .
y ! : /
/0/ B v of 1 2 =
A) lim f(x)=71(1) - B) lim f(x)=1
D'f=[1,+oo[ :
€) lim f(x)# lm_f(x) D) lim f(x)# lim f(¥)
2¢D, lim_f (x)=7(2)

E) lim f(x)= lm_ f(x)
lim £ (x)#/(2)

7.1) Associe cada um dos grdficos a uma das condicdes dadas.
7.2) Das funges dadas, indique as que sdo continuas nos pontos x=1ex=2 .
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Matematica A - 11°ano

Derivadas
1. Acorrida
Numa corrida de 1000 metros em bicicleta, organizada na escola, o Fernando fez os
tempos indicados.
1200 - Distinciaem  Tempo em
1000 metros segundos
£ 00 0 0
2 6004 200 85
£ 4004 400 17,5
s 00 600 275
0 800 395
0 10 20 30 40 50 60 1000 53
tempo (s)
a. Qual foi a velocidade média na totalidade do percurso?
b. Qual foi a velocidade média em cada um dos intervalos considerados?
c. Quando revelou o Fernando sinais de cansago?

2. Observe o gréfico e indique:

a.

Um intervalo onde a taxa média de
variagao seja positiva.

Um intervalo onde a taxa média de

variagao seja negativa.
Um intervalo onde a taxa média de

variacdo seja nula. i

Um intervalo onde a taxa média de

variacao seja negativa e a funcéo nao seja monétona.

3. Verdadeiro ou falso?

Indique, justificando, o valor I6gico das afirmacdes:

a.

5o @~

<0, entdo f é decrescente em [1.2].”

“Se f(0) = 0, entédo f tem um extremo em x = 0.”

“Se f'(x) > 0,Vx e [0;+o0[ entdo f é crescente em [0;+oc[.”
“Se f(x) =|x|, entdo f tem derivada nula em x = 0.”

“Se f(x) = x>, entdo f tem um extremo em x = 0.”

“Se f tem um extremo relativo, entdo f tem um zero.”
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Matematica A - 11°ano

Ficha de Trabalho

o Derivadas

4. Na figura ao lado estdo representadas uma funcéo e a

sua derivada. Qual é o gréfico de qual? Justifique.

5. Na figura ao lado estéa representado o gréafico da fungéo h. a
Um dos gréficos abaixo é o da derivada de h. N /
_'_,_——"
Indique qual é ele, explicando porqué, e porque é que 0s ~ N
outros n&o servem.

A B‘IA B YA
.rmmm—”_r—/‘ /
.f’_‘;—#"/ I
///' X \ x
c Al D YA/
> >
» X

6. O quadro seguinte apresenta alguns valores eo sinal de f’, derivada da funcéo f, real de
dominio R.
O dominio de f' é R\ {2}.

Defina graficamente duas fungfes

X —o0 2 4 +io0

distintas que tenham f’ por derivada.

x2-1 <x<0

7. Considere a funcao, real de variavel real, de dominio R, y =
2x-1 <x>0

a. Represente-a graficamente.
Descreva o gréfico da fungéo, indicando nomeadamente o dominio, contradominio,
extremos e intervalos de monotonia.

c. Estude a existéncia de derivada no ponto de abcissa 0. Que concluséo tira?

d. Esboce o gréfico da funcéo derivada de y.

8. Uma bola desce um plano inclinado. A distancia d, em centimetros, percorrida pela bola

em funcgéo do tempo t, em segundo, é dada por d = 2t® +3t?, para 0<t<5.
a. Represente graficamente a funcdo d na situacdo descrita.

b. Determine a velocidade média da bola no 1° segundo de movimento.
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Matematica A - 11°ano

O

Derivadas

c. Qual seréd a velocidade da bola no instante t = 3 segundos?
d. Em que instante tera a bola uma velocidade de 36 cm/s?
e. Construa o gréfico da velocidade da bola em fungéo do tempo.

9. Um projéctil é lancado verticalmente para cima com uma velocidade inicial de 120 m/s. A
sua distancia ao solo, em metros, apés t segundos é d(t) = —4,9t> +120t .

Qual é a altura maxima que o projéctil atinge?

Em que instante chega ao solo?

Qual é a velocidade do projéctil em cada instante?

Com que velocidade chega ao solo?

® 2 0 T 2

A aceleragéo € a taxa de variagéo (instantanea) da velocidade. Qual é a aceleracdo
do projéctil no instante t?

f. Compare os gréficos da altura, velocidade e aceleragédo do projéctil.

10. Considere os rectangulos de area 50 cm?® Seja P a funcéo que a
cada x (medida da base) faz corresponder o perimetro do rectangulo.

a. Mostre que P(x) = 2x +@,para x>0.
X

b. Determine os valores de x para os quais o0 perimetro €é inferior a 30 cm.
Determine a derivada de P(x).
Determine os intervalos de monotonia de P e as dimensdes do rectangulo que tem

perimetro minimo.

11. A evolucgéo da temperatura do ar em Lamego entre as O e as 24 horas do dia 1 de Janeiro

foi dada pela fungéo T(h)=20+h+ h500 , com T em graus centigrados e h em horas.

a. Determine a taxa de variacdo da temperatura as 0 horas do dia 1 de Janeiro.

b. Sabendo que T'(h)=1—hL305)2determine os intervalos de monotonia de T e o

instante (com aproxima¢do ao minuto) em que foi maxima a temperatura do ar
nesse dia.
c. Escreva a equacao reduzida da recta que é tangente ao grafico de T no ponto de

abcissa h = 10.
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Matematica A - 11°ano

Ficha de Trabalho

o Derivadas

12. No referencial ortonormado da figura, considere:
e Seja B o ponto de coordenadas (1,2)
e A cada ponto C(x,0) do eixo Ox, com x>1,
faz-se corresponder um ponto D(0,y) do eixo
Oy, de modo que B, C e D sejam colineares.
a. Mostre que:

iy =X2—i(1 exprime y em fungao de

X (para x > 1).
ii. A area A(x) do tridngulo [OCD] é dada por
2

A= xx— 1’

x>1)

X(X—2)
(x-1

i. Determine o maior intervalo onde A é crescente e o maior intervalo onde é

b. Sabendo que A'(x) =

(A’ designa derivada de A):

decrescente.
ii. Determine, com aproximacao as centésimas, o perimetro do triangulo [OCD]

gue tem area minima

13. A taxa de variagdo do custo relativamente ao n°® de unidades produzidas chama-se custo

marginal. N.° de Custo Custo Custo Custo do motor
. motores médio marginal
Um fabricante de pequenos i)
. X C(x) = C'(x) Cix)—C(x—1)
motores estima que o custo ¥
de producdo de x motores 1 2"
2 e

por dia €& dado por 3 T

50 o
C(x) =100 + 60X +— (em 4 5

X ] 6.°
euros). 6

a. Compare o custo marginal da producéo de 5 motores com o custo da producédo do
6° motor.

b. Complete a tabela ao lado.
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Matematica A - 11°ano

o Derivadas

14.Uma caixa com a forma de um paralelipipedo de base quadrada de lado x cm tem uma
area total de 150 cm2.

a. Mostre que o volume do paralelipipedo é dado pela

3
expressao V(x) = 75X—X

b. Determine as dimensdes da caixa, sabendo que ela apresenta um volume maximo

para a area total indicada.

15. Pretende-se vedar com uma fita de flutuadores uma zona

rectangular com 200 metros quadrados de area, para banho das

criangas, como mostra a figura.
Se cada metro da fita de flutuadores custar 10€, qual devera ser por i

o valor de x e de y para que o gasto na compra seja minimo?

16.Um agricultor dispde de 100€ para construir uma vedagdo com forma rectangular. A
vedacédo deve ser feita do seguinte modo:
e Um dos lados em muro de tijolo
e Nos trés lados restantes, com rede.
Cada metro de rede custa 1€ e cada metro de muro de tijolo fica em 3€.

Qual é a &rea maxima que o agricultor consegue vedar nestas condi¢des?

17.Uma janela é formada por um rectangulo e por um e
semicirculo, conforme indicado na figura. O perimetro da \
janela deve ser igual a 5 metros. Pretende-se encontrar as

dimensdes da janela a fim de que a abertura tenha uma area | | T
maxima.
a. Exprima o perimetro da janela em funcéo de x e de y. ’
b. Retire da expressdo anterior o valor de y em funcgéo o

de x. T
Para que valores de x setemy >0 ?

Utilizando os resultados anteriores, mostre que a area se pode escrever na forma

e. Determine para que valores de x e de y a area da janela é maxima.
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Matematica A - 11°ano

O

Derivadas

18. Numa etapa da Volta a Portugal em Bicicleta, dois ciclistas, A e B, cortam uma meta de

prémio da montanha ao mesmo tempo e iniciam uma descida de 400 metros. A partir

i iStANCi Bl A T T T T T U
desse instante, as distAncias | -{-=*=r"---koomom o dee Ao e

400} . i aciclistam) 4o L

percorridas sdo dadas em R i

fungéo do tempo por: BE L e : !

e d(t) = 0,42 + 6t , para 0 |-dcoioeobooodeodeii .
ciclista A DT R A 7 £ ST SRR S P e —————

'
[

* o gréfico ao lado, para o | | !

ciclista B com d em metros e t

' '
P e,

eyt
—
L3
2
r

em segundos.

D2 4 v i 10 1z 14 16 18 z0 =22 24
a. Qual dos ciclistas chegou primeiro ao fim da descida? Justifique.

Determine as respectivas velocidades médias (em quilébmetros por hora) nesse
percurso de 400 metros.
b. Determine, o mais rigorosamente possivel, a velocidade (em quildbmetros por hora)
do ciclista B no instante t = 20 segundos. Descreva o0s seus procedimentos.
c. Nesse percurso de 400 metros e relativamente ao ciclista A:
i. Calculando o valor da tmv[x,, X, +h] de d quando a amplitude do intervalo
tende para zero, mostre que a sua velocidade (em metros por segundo)
variou ao longo do tempo (em segundos) segundo a relagéo v(t) = 0,8t + 6.
ii. A sua aceleragdo foi maior no momento em que cortou a meta de prémio da

montanha ou no momento em que chegou ao fim da descida? Justifique.

19. Na figura
* o triangulo [ABC] ¢é isésceles (AB =BC) B
*
* [DEFG] € um rectangulo |
|
DG=2;DE=1; AD =X :
a. Mostre que a area do triangulo [ABC] é :
|
« 1 '
dada em fungéo de x, por a(x)=2+Xx+— l
X E, | H F
(x>0). !
I
NOTA: Pode ser-lhe util reparar que os triangulos 1 :
[ADE] e [EHB] sdo semelhantes. . ! |
1 Al 1D ! g C
b. Sabe-se que a'(x)=1-—;. (&' designa a i i |
X X 1

derivada de a). Estude a monotonia e extremos da funcéo definida em IR* por a(x)

e interprete os resultados relativamente a situacao inicialmente apresentada.
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Matematica A - 11°ano

Ficha de Trabalho

o Derivadas

Solucdes:

a) 18,87 m/s. a)

b) 23,53 m/s; 2222 m/s; 20,00 mis; 16,67 m/s e
14,81 m/s.

¢) De forma significativa, a partir dos 600 metros.

2. Por exemplo:

a) [0, 2].
b) [3, B]. b) D, =I/R; D', =[-1+[;-1&um minimo
¢) [0, 5]. absoluto;
& estritamente decrescente em IR~ e
d) [5. 6]. _ .
estritamente crescente em (R .
3. Sdo todas falsas, excepto a da alinea c). | ¢) N&o existe derivada no ponto de abcissa 0, pois
y(0T)=0e y'(07)=2.
4. Flx)=0G"(x) v v
d)
5. Ci I O E
6. Por exemplo: IR R Sl e
R ! %
B = e e I =T o ]
7
______________ {..?? R I
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Matematica A - 11°ano

Ficha de Trabalho

o Derivadas

b)
€)
d)

e)

a)
b)

c)

d)

e

f)

10

b)

d)

11

a)

b)

T 12

5 cmis. 13
72 cmis.
Mo instante f =2 segundos. "
5
15
16
735 metros, aproximadamente. 17
Decorridos 24,5 segundos, aproximadamente.
Mo instante f a velocidade &, em metros por
segundo, dada por vit)=d'{t)=-98f +120 .
120 mis (-120 m/s).
No instante t a acelerac3o & em m/s?, dada por
ajt)=v'({t)=d"(t)=-98
18
O perimetro & inferior a 30 cm para valores de
x £ [5.10[, em centimetros.
P & decrescente em }J 5»’5[ e crescente em
j!iu'E,+ocI; X = 5wJE & um minimizante.
O rectangulo que tem perimetro minimo & um 19

quadrado de lado 5+/2 cm.

As 0 horas do dia 1 de Janeiro, a taxa de
variacdo da temperatura foi de 0,59 °C/h,
aproximadamente.

T & estritamente crescente no intervalo

l[], 35 - 1[]{5[ e estritamente decrescente no
intervalo }35 — 1045, 24].

A temperatura maxima nesse dia ocorreu
aproximadamente as 12h 38m.

¢) Aequacdo pedidae T=02h1+8.

b1)A funcéo & decrescente em [1.2] e crescente
em [2,+ :n[.

b2) O tridngulo de area minima tem de perimetro
1047 (2 c.d.).

a) C'(5)=58 e C(B.°)=C(6)-C(5) =~ 5833 .

75-3x2
—
Dimensdes da caixa: 5cm =< 5cm = 5cm .

b) V'(x)=

O gasto minimo & de 400 € para x =20 e y =10
metros.

Nestas condigdes, o agricultor consegue vedar uma
area maxima de 312,5 m=.

a) P=(2+mx+2y.

b) F=m_
2
c) Como P =5, entdo x < (x>0).
+ T
g) ¥x=yy= o
4+’

a) O ciclista B chegou primeiro.
Em km/h, as velocidades sdo

3600
Vs =16x —576 e
mA 1000
400
- 36-80.
Y

b) A velocidade pedida é aproximadamente
v=175=36 =63 km/h.

c2) A aceleracdo do ciclista A foi constante e igual a
0.8 mis?

b) A area minima do tridngulo [ABC] & 4 unidades
de area, sendo obtida para x=1.

Quando x — 07 ou x — 4+, entdo

ajx) — +x . Portanto, quando x varia no
intervalo }:) +-x:-[, a area do tridngulo
considerado decresce desde um valor
infinitamente grande positivo até ao valor
minimo 4 (para x = 1), passando depois a

crescer, atingindo novamente valores
infinitamente grandes positivos.
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Matematica A - 11°ano

Ficha de Trabalho

o Funcéo inversa

1. Considera as fun¢des reais de variavel real f e g, definidas por: f(x) = 3X +22
+ 2X
g(x) = x*+ x - 2.
1.1 Determina, em |R, o conjunto solucdo da condicdo f(x) < 0
1.2 Caracteriza a fungéo f xg
1.3 Existira g™*? Justifica.
1.4 Sendo h a funcdo definida por h(x) = X—_l determina, em IR, o conjunto solucdo da
X

equacao (f + h)(x) = 0.

2. Determina, em |R, o conjunto solugédo de cada uma das seguintes equacgoes:

2.1 42x+5=1
22 X—47-3x =1
23 VYx?2+5-45-x=0

24 \x2—a=%_
2

2.5 2+ J1-X=Xx+7
26 Jx+3+/x=3

3. Na figura estéo representadas graficamente duas funcdes f e g.

1

ran

3.1 Elabora um quadro com o estudo do sinal da funcdo f — g



3.2 Sabendo que f e g sdo duas funcbes definidas por polinbmios de graus 3 e 1,
respectivamente, define, analiticamente, cada uma das funcdes e comprova as conclusdes

obtidas na alinea anterior.

Considera as fun¢des reais de variavel real f, g e h definidas por:

x2 -3
1-Xx

4.1 Determina as abcissas dos pontos de intersec¢do do grafico de h com a bissectriz dos

f(X) =x—-2, g(X)=-2+/6+Xx, h(x) =

guadrantes impares

4.2 Determina, em |R, o conjunto solu¢cédo de cada uma das seguintes condicfes:
4.2.1 h(x) > - f(x)

4.2.2 g(x) = f(X)

4.3 Caracteriza a fungdo gof .

Considera as fungdes reais de variavel real m e t, definidas por: m(x) = xi+1 etx) = X;_l
Caracteriza as fungoes:
51m+t
52m xt
53m*
X+3

Considera as fungdes reais de variavel real f e g, definidas por: f(x) = Vx+2, g(x) =

Caracteriza as fungoes:

6.1g"

6.2fog

6.3 Calcula o valor exacto de:
6.3.1(fo g\~ 2)
6.3.2(f o g)11)
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Solucgdes:

1.1}00,_2[{_;,0{

1.2 fxg: |R\{-2, 0} - |R

X > 3X+2 % (X*+ X — 2)

x% +2x
1.3 ndo, porque nao € injectiva. 14 -4

21 -2 22 2 23 -1e0 24 {} 25 -3 261

3.1
X |- - 0 2 |t
f-g | - 0|+ 0 - 0 |+

3.2 gx)=x f(x)=x>-3x
4.1 (-1, -1); (1, 1) 421}1%} 4.2.2 {3} 43gof: [4+0[ —> R
X = —24++4+X

51m+t:|R\{-1,0} »> %R

1 x% -1
X B —+
X+1 X3
53 m':|R{0} — R\{-1}
X = 1—1
X
6.1g":|R{1} — R\2}
3+ 2x
X = -
1-x
631-%; 6.3.2-3‘3—/Z

52m xt::|R\{-1,0} > R

1 x2 -1

X —X 5
X+1 X

6.2fog: oo, 1]Uf2, +o[ > %R

X+3
X—-2

X =

+2
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Matematica A - 11°ano

o Progressoes aritméticas e geométricas B TSP

1) Numa progresséo aritmética de razdo — 3 o 1°termo é 5.

1.1) Determine o 7° e o0 18° termo.
1.2) Determine a expresséo do termo geral.

2) Numa progresséo aritmética u,=17 e U,.=—-12 .

2.1) Determine a razéo da progressao.

2.2) Determine a expresséao do termo geral.

3) Calcule o 1° termo e a razdo de uma progressao aritmética cujo termo geral é

u,=3-5n.

4) Numa progresséo aritmética o 1° e 0 2° termo sao respectivamente 4 e 6.

4.1) Calcule a razdo e uma expressao do termo geral.

4.2) Calcule a soma dos 8 termos consecutivos da progressao a partir do 6° termo inclusivé.

5) Numa progressao aritmética de razdo 2, a soma dos 10 termos consecutivos a partir do 6°

(exclusivé) é igual a 60. Escreva uma expressao do termo geral.

6) Das sucessoOes seguintes indique as que sao progressoes e classifique-as:

6.1) a,=5n+3
62)b 11
n
6.3) c,=2°"""
64)d —2="
5

. e ~ .1
7) Numa progressao geométrica de razéo — 3, o 1° termo é E

7.1) Calcule o 7° e 0 10° termo.

7.2) Determine a expressao do termo geral.



N . 1 . N
8) De uma progresséo geométrica (U, ) sabe-se que u =5 e U,=4. Determine uma expressao

do termo geral.

~ o ~ , 1
9) O 1° e 0 6° termo de uma progressao geomeétrica sdo respectivamente 4 e § .

Calcule a soma dos 10 termos consecutivos a partir do 7° inclusive.

10) A figura representa varios tridngulos isosceles.

2 3 4 5

No primeiro tridngulo a base mede 2 cm e um dos lados 3 cm. Adicionando 1 cm ao

comprimento de cada um dos lados obtém-se o segundo e assim sucessivamente.

A sucesséao (p n) dos perimetros dos triangulos obtidos deste modo é uma progresséo aritmética.

Relativamente a (p n) determine:

10.1) O primeiro termo e a raz&o.
10.2) Uma expressao do termo geral.

10.3) A soma dos dez primeiros termos.

11) Na figura estdo representados trés quadrados e trés semi- e T
circunferéncias. Cada quadrado ¢é obtido duplicando o lado

do anterior.

Considere a  sucessao (pn) dos perimetros das figuras A 5 B8
compostas de um quadrado e respectiva semicircunferéncia. \/
O 1° termo desta sucesséo é o perimetro da figura [AEBCD]. E

Represente por r a medida do raio da semicircunferéncia menor.

11.1) Calcule p,,p, € p;.
11.2) Escreva uma expresséo geral de (p N )

11.3) Determine a soma S , dos n primeiros termos consecutivos de (pn).

12) Considere-se um quadrado de 8 m de lado. Se unirmos os

pontos médios dos lados consecutivos, obtém-se um novo

quadrado. <>
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E repetindo esta operacdo com o novo quadrado obtém-se outro, e assim sucessivamente.

12.1) Calcule a medida do lado de cada um dos primeiros trés quadrados.
12.2) Escreva uma expresséo do termo geral da sucesséo das medidas dos lados dos quadrados
obtidos quando esta operacéo se realiza indefinidamente.

SOLUCOES:
1.1)-13,- 46 122) 1,=8;1, =42 1,=4;1,=2,2

1.2) 8-3n 12.2) |n=8.[gjn

2.1) _2

18

-29n+509
18

3) -2,-5

2.2)

41)2; 2n+2

4.2) 168

5) 2n-17

6.1) Progressao aritmética de razéo 5
6.2) N&o é progresséo.

6.3) Progressao geométrica de razao 4.

L £ 1
6.4) Progresséo aritmética de razédo — 5
7.1) 27; -3°

7.2) —Bilx(—?))”

8) [%jGXZ"_l

9) 1023
8192

10.1) p,=8; r=3

10.2) p,=5+3n

10.3) S,,=215

11.1) p,=r.(z+6); p,=2r.(z+6) e p,=4r.(z+6)
11.2) p,=r.(z+6).2""

11.3) S,=r.(z+6).(2"-1)
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Matematica A - 11°ano

o Infinitamente grandes e infinitésimos Bl Tt e e, PR

1) Classifiqgue em infinitamente grande positivo, negativo ou

infinitamente grande em maodulo, cada uma das sucessdes definidas pelas seguintes expressoes:

1.1) n® 1.6) 2n—3 1.11) —3"+10
1.2) 2n 1.7) (2,3)" 1.12) (-3)"
52n
1.3) -2n 1.8) o 1.13) 6—2n?
1.4) n*-4 1.9) > —2 1.14) 3n+n?
2
15) n+5 1.10) (nﬁj” 115 -+
3 5n

2) Indique, justificando, quais das seguintes afirmacdes séo verdadeiras e quais séo falsas.

Em cada um dos casos, se possivel, dé um exemplo ou um contra- exemplo.

2.1) Uma sucessao decrescente é limitada superiormente.
2.2) Uma sucessao decrescente é limitada inferiormente.

2.3) Uma sucesséo crescente tende para +oo.
2.4) Uma sucessao nao limitada superiormente tende para +o.

2.5) Toda a sucessao crescente é nado limitada.

2.6) Uma sucesséao que tende para +o € crescente.

2.7) Uma sucessao que tende para —oo € ndo limitada.

2.8) Uma sucesséo que tende para +o ndo € majorada nem minorada.
2.9) Uma sucessao que tende para —oo pode néo ser decrescente.

2.10) Uma sucesséao decrescente pode ser um infinitamente grande positivo.

2.11) Toda a sucessao que tende para —oo € decrescente.

3) Considere as sucessdes de termo geral:

bn:3n—1; Cn:4—3n ; d n:i e,= E -n
n+4 10

3.1) Calcule a ordem a partir da qual b, )1000



3.2) Prove que b, é um infinitamente grande positivo.
3.3) Mostre que ¢, € um infinitamente grande negativo.

3.4) Calcule a ordem a partir da qual d , (0,1.

3.5) Algumas das sucessfes sao infinitésimos? Justifique.

3.6) A sucessdo b, +c, € um infinitamente grande positivo? Porqué ?

4) Aplicando os teoremas sobre infinitamente grandes positivos, mostre que sao infinitamente
grandes as sucessodes de termo geral:

4.1) a,=2n 4.7) gnz(ﬂj”

3
4.2) b, =n?+1 4.8) h =-8n°*-9
2
4.3) c,=3-n’ 49)i,=" ">
2n
4.4) dnz\/i_l 4.10) j,=(-5)"
4.5) en=2—n 4.11) k :(—1)”><(—2—n2)
4 n

4.6) f =n’+2n

5) Considere a sucesséo de termo geral v, =2,/n+2.
5.1) Determine o primeiro termo que € maior que 10.

5.2) Calcule a menor ordem depois da qual os termos de (vn) excedem 500.

: N 20n
6) Considere a sucesséo de termo geral u , =——-

n+l’

. L . 31
6.1) Determine o primeiro termo maior que ?

6.2) Havera algum termo maior ou igual a 20 ? Justifique.

6.3) Sera (u n)um infinitamente grande? Justifique.

7) Aplicando os teoremas sobre infinitésimos, mostre que séo infinitésimos as sucessfes de termo
geral:

1 76) f,o L
n°+1 n“+2n+1

7.1) a,=

n
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3
5x2"

7.2) b, =

3n
3n?2+1

a2
4

2n
3"+5

7.3) ¢, =

75) e, =

7.10) jn:2”><cosn?”

8) Das seguintes sucessdes quais sao infinitésimos:

-1 se n par
81)u,=91 .

— Se nimpar

n

0 se n par
8.3) w,= 1

3«/5+l

se n impar

1

—= sen par
8.2) v, = l”

oz se nimpar

1

— se n=1000
84)z,=1n

2 se n{1000
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SOLUCOES:

1.1) Infinitamente grande positivo. 1.2) Infinitamente grande positivo.

1.3) Infinitamente grande negativo. 1.4) Infinitamente grande positivo.

1.5) Infinitamente grande positivo. 1.6) Infinitamente grande positivo.

1.7) Infinitamente grande positivo. 1.8) Infinitamente grande positivo.

1.9) Infinitamente grande positivo. 1.10) Infinitamente grande positivo.
1.11) Infinitamente grande negativo. 1.12) Infinitamente grande em maédulo.
1.13) Infinitamente grande negativo. 1.14) Infinitamente grande positivo.

1.15) Infinitamente grande positivo.

, 1
2.1) Verdadeira. Por exemplo U, =— 2.2) Falsa. Por exemplo v, =—n
n
1 N <n par
2.3) Falsa. Por exemplo w =—— 2.4) Falsa. Por exemplo a, = .
n l<nimpar
10n 2
2.5) Falsa. Por exemplo un:2 . 2.6) Falsa. Por exemplo b, =(n+20)
n+
2.7) Verdadeira. Por exemplo d, =-n. 2.8) Falsa. Por exemplo g n:n2

2.9) Verdadeira. Por exemplo r =—(n-10)*

2.10) Falsa. Por exemplo z =

-N

2.11) Falsa. Por exemplo r,=—(n-10)*

3.1) n)333
3.4) A partir do 46 termo.
35)d,;e,

4.1) +o 4.2) +o
4.6) +© 4.7) +oo
4.11) oo 4.12) oo

5.1) v,, =226
5.2) N=62499

6.1) u,=16
6.2) Nao.

4.3) —© 4.4) +© 4.5) +oo
4.8) —o0 4.9) +o0 4.10) +o0

6.3) N&o, porque se por exemplo fizermos L=21, ndo existe nenhuma ordem depois da qual todos
0s termos da sucessao sejam superiores a L.

8.1) Néao.
8.2) Sim.
8.3) Sim.
8.4) Sim.
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COLEGIO DA RAINHA SANTA ISABEL

TEMA: Sucessoes
MATEMATICA - 12° ANO

Diga, justificando, quais das seguintes afirmaces sao falsas.

(A) Uma sucessao crescente tende para + oo .

(B) Uma sucessdo nao limitada superiormente tende para + oo .
(C) Uma sucessao que tende para + oo é crescente.

(D) Uma sucessao que tenda para — oo € nao limitada.

(E) Uma sucessao que tende para — oo pode nao ser decrescente.
(F} Um infinitésimo é uma sucessao limitada.

{G) Um infinitésimo ou é uma sucessao crescente ou uma sucessao decrescente.
(H) Uma sucessao convergente € uma sucessao limitada.

() Uma sucesséao limitada é convergente.

{J) Uma sucessao nao convergente nao € uma sucessao limitada.

(K) Uma sucessao que tem por limite a pode ter um nimero infinito de termos
que nao pertencam ao intervalo Ja-&, a+d[, se & for suficientemente
pequeno.

(L) Uma sucessao convergente ou é crescente ou € decrescente.

(M)Uma sucesséo de termos positivos e decrescente tem por limite O (zero).
(N} Uma ;qceéééo de termos positivos pode tender para um nimero negativo.
(0) Uma sucessao que tende para —a (a € IR*) tem infinitos termos negativos.

(P) Uma sucessao que tende para m+ 3, com m € R, tem infinitos termos
positivos.

(Q) Uma sucessao limitada e nao monétona nao € convergente.




MATEMATICA 12° ANO - SUCESSOES

Ficha de Trabalho 1

Instrucdes

1. Mostre que sé&o limitadas as sucessdes de termo geral:

a. u, :5—3

n

b x. _2n+1
n

c. v,=1+ sen(%[)

1)

d c¢,=1+——
n
Qsens8
e en_i
—sen>8
n

2. Assucesséo de Fibonacci obtém-se fazendo:
a,=a,=1 a=a,+a,=2 a,=a,+a;=3
Cada termo é a soma dos dois anteriores.
A sucesséo de Fibonacci € uma progresséo aritmética? E geométrica?

3. Um estudante em férias foi para Londres e arranjou trabalho de trés horas por dia durante o més de
Agosto.
As propostas para o vencimento eram as seguintes:
- 350 libras pagas no fim do més;
- trabalhar de graga nos primeiros 15 dias e no 16° receber um centésimo da libra, no 17° dia 2
centésimos da libras e assim sucessivamente, duplicando o vencimento do dia anterior até ao fim do
més.
Qual a proposta mais vantajosa para o estudante?

4. Considere as sucessoes de termo geral

b,=3n-1; ¢,=4-3n; d, _5 e, :(ﬂj
n+4 10

Calcule a ordem a partir da qual b, >1000 .

Prove que b, é um infinitamente grande positivo.

Mostre que ¢, é um infinitamente grande negativo.

Calcule a ordem a partir da qual d, <0,1.

Algumas das sucessdes sao infinitésimos? Justifique.

A sucessdo b, +c¢, € um infinitamente grande positivo? Porqué?

~o oo T
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MATEMATICA 12° ANO - SUCESSOES

Ficha de Trabalho 1

5. Sendo (a,) e (b, ) duas progressées geométricas de razo r, e r,, respectivamente, prove que

a .y ~ -
[b—”J também é uma progressdo geométrica.

n
Determine a sua raz&o em fungdo de r, e r,.

6. Acerca de uma sucessdo sabe-seque a,=-1 e a,,=a,—-1 VneN.
Pode afirmar-se que a soma, S, , dos n primeiros termos é:
_A-n n’+n —1-n’ n*-n

(A) S, = (B) 5 (C) > 5

7. Seja (a,,) a sucessao cujo termo geral € dado pela area de cada um dos quadrados que se obtém
como mostra a figura.

[ ...

O lado do quadrado inicial é 3; o lado de cada quadrado é metade do lado do quadrado anterior.

Ent&o, o termo geral da sucesso (a, ) é:
9 3 9 9

A — B) — C D

(B ®) - ©) o= (D)

22n72

8. Observe a figura formada por quadrados.

1.
O lado do 1° quadrado é 27 m. O lado de cada quadrado é % do lado do quadrado anterior.

Seja (an) a sucessdo que a cada quadrado faz corresponder a sua area. Pode afirmar-se que:

3n+2 93n73 3n72 32n+4
n= 5n—1 (B) an = 5,,,1 n= 5,,_1 (D) an =52T

(A a (C) a

9. Definidas as sucessdes pelo seu termo geral

3n% +1

2

a,=1-3n"e b, =
n

Calcule:
a. lima,
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MATEMATICA 12° ANO - SUCESSOES

Ficha de Trabalho 1

b. lmb,
. a

c. lim-=2
b,

d. Iimb—”
a

n

10. Classifique quanto a existéncia e natureza do limite de cada uma das sucessdes:
13
a. a,=

ATy

b. bn=5+(1]
2

11. Se u, =5+1 ev, =i5, calcule:

n n+
a. limu,
b. limv,
. u
c. lim—=
v

n

12. Determine:

a. lim(-8ny

b. Hm(—jij
8n

c. lim3/1=3n

o i[9
3n

e. Iim(10+gn5j
3

AFONSO ATHAYDE - COLEGIO DA RAINHA SANTA ISABEL, COIMBRA



MATEMATICA 12° ANO - SUCESSOES

13. Comente cada uma das afirmagdes, referindo-se se se trata ou ndo de uma afirmacéo verdadeira e
apresente exemplos ou contra exemplos:

a. Uma sucesséo decrescente € limitada superiormente;

b. Uma sucesséo decrescente é limitada inferiormente;

c.  Uma sucessao decrescente é convergente;

d. Uma sucessao decrescente pode ser um infinitamente grande positivo;
e. Uma sucesséo que tende para +oo é crescente;

f. Toda a sucessao crescente é ndo limitada;

g. Toda a sucessdo crescente € um infinitamente grande positivo;

h. Todo o infinitésimo é uma sucess@o monétona;

i.  Uma sucessao de termos positivos pode convergir para -0,001;

. Toda a sucessao que tende para —«€é decrescente;

k. Uminfinitamente grande pode ser uma sucess&o limitada;

l. A soma de dois infinitésimos & um infinitésimo;

m. Uma sucessao pode nao ser limitada superiormente e ndo ser um infinitamente grande;
n. Uma sucessao mondtona limitada € convergente;

0. A soma de duas sucessOes divergentes ndo pode ser uma sucessao convergente;
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MATEMATICA 12° ANO - SUCESSOES

Ficha de Trabalho 1

Instrucdes

1. Mostre que sé&o limitadas as sucessdes de termo geral:

a. u, :5—3

n

b x. _2n+1
n

c. v,=1+ sen(%[)

1)

d c¢,=1+——
n
Qsens8
e en_i
—sen>8
n

2. Assucesséo de Fibonacci obtém-se fazendo:
a,=a,=1 a=a,+a,=2 a,=a,+a;=3
Cada termo é a soma dos dois anteriores.
A sucesséo de Fibonacci € uma progresséo aritmética? E geométrica?

3. Um estudante em férias foi para Londres e arranjou trabalho de trés horas por dia durante o més de
Agosto.
As propostas para o vencimento eram as seguintes:
- 350 libras pagas no fim do més;
- trabalhar de graga nos primeiros 15 dias e no 16° receber um centésimo da libra, no 17° dia 2
centésimos da libras e assim sucessivamente, duplicando o vencimento do dia anterior até ao fim do
més.
Qual a proposta mais vantajosa para o estudante?

4. Considere as sucessoes de termo geral

b,=3n-1; ¢,=4-3n; d, _5 e, :(ﬂj
n+4 10

Calcule a ordem a partir da qual b, >1000 .

Prove que b, é um infinitamente grande positivo.

Mostre que ¢, é um infinitamente grande negativo.

Calcule a ordem a partir da qual d, <0,1.

Algumas das sucessdes sao infinitésimos? Justifique.

A sucessdo b, +c¢, € um infinitamente grande positivo? Porqué?

~o oo T
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MATEMATICA 12° ANO - SUCESSOES

Ficha de Trabalho 1

5. Sendo (a,) e (b, ) duas progressées geométricas de razo r, e r,, respectivamente, prove que

a .y ~ -
[b—”J também é uma progressdo geométrica.

n
Determine a sua raz&o em fungdo de r, e r,.

6. Acerca de uma sucessdo sabe-seque a,=-1 e a,,=a,—-1 VneN.
Pode afirmar-se que a soma, S, , dos n primeiros termos é:
_A-n n’+n —1-n’ n*-n

(A) S, = (B) 5 (C) > 5

7. Seja (a,,) a sucessao cujo termo geral € dado pela area de cada um dos quadrados que se obtém
como mostra a figura.

[ ...

O lado do quadrado inicial é 3; o lado de cada quadrado é metade do lado do quadrado anterior.

Ent&o, o termo geral da sucesso (a, ) é:
9 3 9 9

A — B) — C D

(B ®) - ©) o= (D)

22n72

8. Observe a figura formada por quadrados.

1.
O lado do 1° quadrado é 27 m. O lado de cada quadrado é % do lado do quadrado anterior.

Seja (an) a sucessdo que a cada quadrado faz corresponder a sua area. Pode afirmar-se que:

3n+2 93n73 3n72 32n+4
n= 5n—1 (B) an = 5,,,1 n= 5,,_1 (D) an =52T

(A a (C) a

9. Definidas as sucessdes pelo seu termo geral

3n% +1

2

a,=1-3n"e b, =
n

Calcule:
a. lima,
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MATEMATICA 12° ANO - SUCESSOES

Ficha de Trabalho 1

b. lmb,
. a

c. lim-=2
b,

d. Iimb—”
a

n

10. Classifique quanto a existéncia e natureza do limite de cada uma das sucessdes:
13
a. a,=

ATy

b. bn=5+(1]
2

11. Se u, =5+1 ev, =i5, calcule:

n n+
a. limu,
b. limv,
. u
c. lim—=
v

n

12. Determine:

a. lim(-8ny

b. Hm(—jij
8n

c. lim3/1=3n

o i[9
3n

e. Iim(10+gn5j
3
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MATEMATICA 12° ANO - SUCESSOES

13. Comente cada uma das afirmagdes, referindo-se se se trata ou ndo de uma afirmacéo verdadeira e
apresente exemplos ou contra exemplos:

a. Uma sucesséo decrescente € limitada superiormente;

b. Uma sucesséo decrescente é limitada inferiormente;

c.  Uma sucessao decrescente é convergente;

d. Uma sucessao decrescente pode ser um infinitamente grande positivo;
e. Uma sucesséo que tende para +oo é crescente;

f. Toda a sucessao crescente é ndo limitada;

g. Toda a sucessdo crescente € um infinitamente grande positivo;

h. Todo o infinitésimo é uma sucess@o monétona;

i.  Uma sucessao de termos positivos pode convergir para -0,001;

. Toda a sucessao que tende para —«€é decrescente;

k. Uminfinitamente grande pode ser uma sucess&o limitada;

l. A soma de dois infinitésimos & um infinitésimo;

m. Uma sucessao pode nao ser limitada superiormente e ndo ser um infinitamente grande;
n. Uma sucessao mondtona limitada € convergente;

0. A soma de duas sucessOes divergentes ndo pode ser uma sucessao convergente;
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